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Introduccién

Este libro pretende acercar de manera amena, aunque profunda, algunos temas impor-
tantes que se relacionan con el concepto fundamental de nimero, y transmitir algo de la
invalorable experiencia que resulta hacer matemitica.

Los cinco capitulos del libro se pueden leer en forma independiente y cada uno estd pre-
sentado para que el lector pueda internarse en forma paulatina en los temas elegidos hasta
alcanzar un elevado nivel de comprensién. La intencién es dejarle a quien lea alguno de
estos relatos una impresién distinta de la matemadtica y contribuir al desarrollo de su pen-
samiento légico y critico. Recorrer los capitulos superando los desafios propuestos serd una
experiencia agradable que ayudard a apreciar la belleza y el poder de esta ciencia.

La matemdtica, considerada el lenguaje del universo, ocupa un lugar muy destacado en
la cultura de la humanidad. El hombre desde sus origenes hace matemdtica, ciencia ésta
llena de vida y en constante crecimiento. En la matemitica el valor de verdad es abso-
luto, el rigor de sus enunciados y la precisién de sus demostraciones son fundamentales
y la imaginacién y el desafio no encuentran limites. Estas distinguidas caracteristicas
pueden cautivar a quien se dé la oportunidad de apreciarlas.

Los capitulos tienen ejercicios y problemas que permitirdn aprender y madurar los concep-
tos tratados, por lo que se recomienda hacerlos antes de ver las soluciones propuestas.

El Capitulo 1 trata sobre las sorprendentes propiedades de los niimeros primos, que son los
ladrillos basicos sobre los cuales descansa la aritmética. Se presentan teoremas famosos sobre
primos como el de Fermat, y problemas muy interesantes como el de la forma de factorear en
primos un nimero cualquiera. Esto se hace en un marco histérico mostrando la manera en
que ha ido evolucionando el saber humano sobre los niimeros primos. En la tltima seccién se
incluye el uso de la computadora para factorear nimeros compuestos, uno de los problemas
mds importantes en muchas dreas de la matemdtica, incluyendo la criptograffa.

El Capitulo 2 trata sobre conceptos y técnicas bdsicas de conteo, es decir formas de agrupar
convenientemente conjuntos de objetos con el fin de poder calcular eficientemente la canti-
dad de elementos que tiene. El abordaje se realiza mediante la resolucién de sucesivas situa-
ciones problemdticas reales, seguidas de la formalizacién necesaria y unificadora de ideas.

Como primer problema se plantea el famoso problema de matrimonios, sobre las po-
sibles maneras de sentar matrimonios alrededor de una mesa intercalando hombres y
mujeres sin que se puedan sentar dos esposos juntos. Para poder resolverlo, hay que
recurrir a los principios de adicién y multiplicacién, a las permutaciones, los arreglos,
los conjuntos con repeticién, y al Principio de Inclusién-Exclusién, que surgen como
necesidad para resolver diversas situaciones mds sencillas. En el Apéndice se incluye el
Principio del Palomar, infaltable en un primer acercamiento al arte de contar.
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El Capitulo 3 trata sobre el infinito. El titulo puede parecer ambicioso, sin embargo,
los objetivos son modestos: aprender algo sobre el infinito matemético. Este es un tema
que generalmente no es abordado en la escuela secundaria, donde se aprende que hay
conjuntos infinitos pero no se plantea la posibilidad de comparar entre si la cantidad de
elementos que tienen distintos conjuntos infinitos. Es mds comdn pensar que cuando
algo es infinito no hay nada mds que contar.

En los didlogos entre Clara y el Maestro se verd que, simplemente usando el concepto de
correspondencia biunivoca entre dos conjuntos se puede elaborar una sélida teorfa sobre
las cantidades de elementos de conjuntos infinitos. Veremos que hay infinitos tipos de
infinitos, y otras ideas que seguramente interesardn al lector tanto como a Clara, quien nos
acompafard con sus preguntas y razonamientos a lo largo de esta aventura por el infinito.

El Capitulo 4 estd dedicado a la aritmética modular, una aritmética finita, es decir con
un conjunto finito de nimeros. En rigor hay una de estas aritméticas para cada natural
mayor o igual que 2, y todas ellas tienen mucho que ver con la aritmética usual de los
enteros. Esta aritmética es también llamada aritmética ciclica porque modeliza la arit-
mética de las horas del reloj, ejemplo que conocemos muy bien.

En este capitulo se encuentra la definicién precisa de los elementos y operaciones de esta
aritmética, hay ejemplos y también ejercicios que permiten adquirir un buen manejo de
ella. Ademds, se muestran algunas aplicaciones interesantes como la deduccién de las re-
glas de divisibilidad de enteros que se aprende en la escuela y la construccién de cédigos
sencillos para encriptar mensajes cuyo invento se le atribuye a Julio César.

Luego de esa breve introduccién a la criptografia, es decir, a la ciencia de mandar men-
sajes secretos, en el Capitulo 5 este tema se amplia. Se estudian las principales ideas de
su desarrollo moderno y se ve cémo la matemdtica es de gran ayuda. Se verdn algunos
métodos histéricos como el de Vigenere (donde se necesita algo de aritmética modular)
y Playfair o Hill (en donde se usan matrices). También se estudiardn cifrados en bloque
mds modernos y se ilustrardn las caracteristicas principales del estdndar criptogréfico ac-
tual y las razones matemadticas por las cuales es tan bueno. Se verdn cifrados de flujo y
una versién reducida del conocido RC4. Finalmente, se discutird la criptografia de clave
publica/privada, donde la aritmética modular serd de gran importancia.

En el Capitulo 6 estdn las resoluciones a todos los ejercicios y problemas planteados en
los capitulos anteriores.
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Los maravillosos
numeros primos

Por Leandro Cagliero

1. Los niimeros naturales, cimientos de la matemadtica.

2. La irreductibilidad en las ciencias.

3. Primera etapa de la historia de los niimeros primos.

4. Teoremas bdsicos sobre los nimeros primos.

5.:Cémo se determinan los factores primos de un nimero dado?
6. ;Cudles son todos los niimeros primos?

Los nimeros primos son para la matemdtica como los elementos quimicos para la quimica.
Curiosamente, el ser humano se hace las mismas preguntas tanto para los elementos qui-
micos como para los nimeros primos.

* ;Cudles son todos los nimeros primos que hay? ;Cémo estdn distribuidos?
¢ ;Cudles son los nimeros primos que aparecen en un nimero dado?
* ;Cémo se hace para determinar los nimeros primos que aparecen en un niimero dado?

La siguiente analogfa enriquece las discusiones que puedan surgir sobre los ;por qué? o ;para
qué? tan frecuentes en las ciencias.

“;... qué parece mas importante?

Descubrir un método que sirva para hallar la descomposicion
primaria de numeros de mas de 1.000 cifras en menos de una
: hora

i 0 :
: Descubrir planetas fuera del sistema solar que contengan dioxido de
: carbono en su composicion quimica.

"... ambos desafios estan directamente relacionados con dos
* preguntas ubicadas por la revista Science entre las cien pre- :
Impresion realizada por un artista de la estrella HD 189733 y del i guntas abiertas mas importantes de las ciencias...” :
planeta HD 189733b con fotos del telescopio Hubble, de la NASA ~ :

Desde los comienzos de nuestra historia los nimeros primos han despertado la curiosi-
dad y asombro de muchos admiradores aficionados, y han generado en los cientificos la
ambicién por comprenderlos en profundidad.
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Aproximadamente en el afio 200 a.C., Euclides demuestra que existen infinitos primos. EI 10 de
diciembre de 2008 la NASA anuncia que con observaciones del telescopio Hubble se ha descu-
bierto que hay CO,, un compuesto muy asociado a la vida, en el planeta HD189733b, que tiene
el tamario de Jupiter, que gira alrededor de una estrella que estd a 63 afnos luz del Sol, jasombroso!
Sin embargo, es mds asombroso que todavia no sepamos de qué manera estdn distribuidos los
nimeros primos dentro de los niimeros naturales. Ni siquiera se sabe si existen infinitas parejas

de primos que sean impares consecutivos, es decir del tipo
(3;5), (11;13), (17;19), 0 (1.000.000.931;1.000.000.933).

En este capitulo exploraremos el conjunto formado por
los maravillosos nimeros primos.

01 1.1. Los nimeros naturales,
cimientos de la matematica

Los niimeros naturales son:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, ...

Con ellos construimos los demds niimeros que usamos dia-
riamente. Por ejemplo, los nmiimeros enteros se construyen
agregando el cero y los negativos a los nimeros naturales,
y los niimeros racionales, a veces llamados fraccionarios,
son los cocientes de niimeros enteros. Ademads, los niime-
ros reales se construyen con los nimeros racionales, y los
ndimeros complejos se construyen con los nimeros reales.
Y la aventura continda... hay todavia mds niimeros que se
construyen con los niimeros complejos y, a su vez, estos sir-
ven para seguir construyendo niimeros que los cientificos
utilizan para describir aspectos de la naturaleza.

Podemos pensar que los nimeros naturales son, de al-
q
guna manera, los cimientos de la matematica.

En este capitulo estamos interesados en ver cémo estdn
fabricados estos cimientos. Queremos estudiar cémo y

con qué estdn fabricados los nimeros naturales.

1. ;Cémo estin fabricados los niimeros naturales?

La respuesta a esta pregunta depende de cudl es la herramienta que utilicemos para cons-
truir. Recordemos que las dos herramientas bdsicas para trabajar con los nimeros son la
adicién y la multiplicacién. Asi, surgen dos preguntas:

Camino que realiza una hormiga que va contando sus pasos y, en
cada paso correspondiente a un nimero primo, dobla a la izquierda.

Reales 1

. @
Algebraicos -2

q J2
Racional
acionales T

Enteros ]/2

Trascen-

1+J5 dentes
2 2/ T2
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2 225 +——————
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2=1+1
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Figura 1.1: Particién del nimero 7 con la adicién
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a.- utilizando la adicién, ;c6mo estén hechos los niimeros naturales?;
b.- utilizando la multiplicacién, ;cémo estdn hechos los nime-
ros naturales?

Al analizar estas preguntas aparece el proceso de partir un nime-
ro dado en partes mds pequenas e investigar cudles son las partes
indivisibles que se obtienen.

La respuesta a la pregunta a.- no es muy complicada: por ejemplo,
el 7 (Figura 1.1), con la adicién, se puede partir como 2 + 5. A
suvezel 2 se parte como 1+ 1yel5es2+ 3. Comoel3es2+1,
concluimos que el 7 “estd hecho” de

1+1+1+1+1+1+1.

Y se acaba aqui el proceso de particién, pues el 1 no se parte como
suma de niimeros naturales mds pequefios.

Lo que sucede con el nimero 7 ocurre con cualquier nimero na-
tural: todos se construyen sumando unos. El ndimero 1 es el tinico
nimero que no se puede partir en partes menores. Este andlisis nos
lleva a concluir que el nimero 1 es la Gnica pieza basica que tienen
los naturales cuando la herramienta considerada es la adicién.

El' hecho de que todo nimero natural se construya sumando nimeros 1,y
que el nimero 1 no se pueda partir en partes mas pequenas, es la base de
lo que en matematica se conoce como Principio de Induccion.

Al analizar estas preguntas aparece el proceso de partir un nimero dado en partes mds peque-
fias e investigar cudles son las partes. A los matemdticos les gusta representar este principio con
fichas de dominé organizadas de tal forma que al caer la primera (que simboliza el nimero 1),

12=3 x 4

252=12 x 21
Z \\
21 =3 x7
4 =2 x2

Figura 1.2: Particion del ndmero 252 con la mul-

tiplicacion.

todas las demds caigan. Esto representa el hecho de que todos los
niimeros naturales son construidos con el primero de ellos.

La respuesta a la pregunta b.- es mucho mds rica que la respuesta
de la pregunta a.- Cuando consideramos la multiplicacién como
herramienta hay muchas piezas irreducibles. Por ejemplo el 252
(Figura 1.2) se parte como 12 x 21 y, a su vez, el 12 es 3 x 4, el
2l es3 x 7y el 4 es 2 x 2. Aqui el proceso de particién termina
pues los nimeros 2, 3 y 7 no pueden ser partidos en partes mds
pequenas usando la multiplicacién, son irreducibles. Por lo tanto
el 2, 3y 7 son las “piezas bdsicas” del nimero 252:

252 = 2x2%3%7%3,

Aventuras matematicas




Este proceso de particién de los niimeros con la multiplicacién se llama factoreo y nos
lleva a distinguir entre dos clases de nimeros naturales: los que se pueden partir en par-
tes mds pequefias, es decir que son factoreables, y los que no, es decir los que son irredu-
cibles. Los primeros son llamados niimeros compuestos. Los segundos, a excepcién del
namero 1, son llamados ndmeros primos. El nimero 1 no sirve para construir ningiin
nimero usando la multiplicacién. El nimero 1 en la multiplicacién tiene el mismo rol
que el nimero 0 para la adicién. Por este motivo, el nimero 1 no es considerado primo,
tampoco es compuesto, y es llamado unidad.

En resumen: ) ) )
Nimeros Compuestos: son los numeros naturales que si se pueden expresar

como producto de dos nimeros naturales menores a ellos.

Nimeros Primos: son los nuUmeros naturales que no se pueden expresar como
producto de dos numeros naturales menores a ellos, excepto el 1.

Los ntimeros primos constituyen las piezas bdsicas de los cimientos de la matemadtica:
con ellos y con la multiplicacién construimos todos los niimeros naturales. Los primeros
(considerando desde 1 a 3.571) son:

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 79 83 89 97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151 157 163 167 173
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359 367 373 379 383 389 397 401 409
419 421 431 433 439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509 521 523 541
547 557 563 569 571 577 587 593 599 601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659
661 673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751 757 761 769 773 787 797 809
811 821 823 827 829 839 853 857 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929 937 941
947 953 967 971 977 983 991 997 1009 101310191021 1031 1033 1039 1049 1051 1061 1063 1069
1087 10911093 1097 1103 1109 1117 1123 1129 1151 1153 1163 1171 1181 1187 1193 1201 1213 1217 1223
122912311237 1249 1259 1277 1279 1283 1289 1291 1297 1301 1303 1307 1319 1321 1327 1361 1367 1373
1381 13991409 1423 1427 1429 1433 1439 1447 1451 1453 1459 1471 1481 1483 1487 1489 1493 1499 1511
1523 15311543 1549 1553 1559 1567 1571 1579 1583 1597 1601 1607 1609 1613 1619 1621 1627 1637 1657
1663 16671669 1693 1697 1699 1709 1721 1723 1733 1741 1747 1753 1759 1777 1783 1787 1789 1801 1811
1823 18311847 1861 1867 1871 1873 1877 1879 1889 1901 1907 1913 1931 1933 1949 1951 1973 1979 1987
1993 19971999 2003 2011 2017 2027 2029 2039 2053 2063 2069 2081 2083 2087 2089 2099 2111 2113 2129
213121372141 2143 2153 2161 2179 2203 2207 2213 2221 2237 2239 2243 2251 2267 2269 2273 2281 2287
229322972309 23112333 2339 2341 2347 2351 235723712377 2381 2383 2389 2393 2399 24112417 2423
2437 24412447 2459 2467 2473 2477 2503 2521 2531 2539 2543 2549 2551 2557 2579 2591 2593 2609 2617
262126332647 26572659 2663 2671 2677 2683 2687 2689 2693 2699 2707 2711 2713 2719 2729 2731 2741

274927532767 277727892791 2797 2801 2803 2819 2833 2837 2843 2851 2857 2861 2879 2887 2897 2903
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Para
resolver

2909 29172927 2939 2953 2957 2963 2969 2971 2999 3001 3011 3019 3023 3037 3041 3049 3061 3067 3079
308330893109 311931213137 3163 3167 3169 3181 3187 3191 3203 3209 3217 3221 3229 3251 3253 3257
325932713299 3301 3307 3313 3319 3323 3329 3331 3343 3347 3359 3361 3371 3373 3389 3391 3407 3413

3433 34493457 3461 3463 3467 3469 3491 3499 3511 3517 3527 3529 3533 3539 3541 3547 3557 3559 3571

En la pdgina http://primes.utm.edu/lists/small/millions/ aparecen los primeros 50 mi-
llones de nimeros primos.

Cerramos esta primera seccién aclarando que en matemadtica también se consideran pri-
mos a los negativos de los nimeros naturales primos, es decir que el -2, -3, -5, etcétera
también son primos.

¢Cbémo son los siguientes niimeros? ;Es alguno de ellos primo?

El nimero de tres cifras de la patente de tu auto.
El ndmero de la direccién de tu casa.

El ntimero de tu teléfono o celular.

El ndmero de tu documento.

0 1.2. La irreductibilidad en las ciencias

Desde siempre el hombre ha estudiado diferentes clases especificas de objetos, ya sean
materiales, espirituales, numéricos, concretos o abstractos. Independientemente de cudl
sea la clase que haya estudiado, siempre estuvo muy interesado por encontrar respuestas
a las siguientes preguntas:

* ;qué herramientas podemos utilizar para dividir los objetos en partes mds pequenas?;

* dado un objeto de la clase que estamos estudiando, ses posible dividirlo en dos porciones
mds pequefas? jes posible volver a dividir cada porcién resultante en otras dos y luego
seguir dividiendo y dividiendo en partes cada vez mds pequenas las porciones obtenidas?;

* ;se llegard en algin momento a obtener piezas irreducibles, es decir porciones tan
“pequenas” que no puedan ser divididas en partes menores?;

* conociendo todas las piezas irreducibles de la clase de objetos estudiada, ;es posible
construir con ellas todos lo otros objetos de la clase? ;es Ginica la manera de recons-
truir los objetos con las piezas irreducibles?;

* ;cudles son todas las piezas irreducibles?, ;c6mo estdn distribuidas?

Estas preguntas han intrigado a cientificos y filésofos desde hace mi-
les de afios, en parte por la curiosidad de comprender cudles son los

elementos bésicos con los que estd formado nuestro universo.

Es probable que el ejemplo mds familiar de esta situacién sea el de la
quimica. En esta ciencia, cuando el objeto de estudio es la materia y
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la divisién en partes menores debe llevarse a cabo con
herramientas que conserven las propiedades quimicas
de la materia, los elementos irreducibles que aparecen
son los elementos quimicos que conocemos de la tabla

periédica (Figura 1.3).

El concepto de que la materia no puede ser dividida en
porciones arbitrariamente pequenas, es decir la existencia
de elementos quimicos irreducibles, es muy antiguo. Por
ejemplo, la palabra 4tomo proviene de un término griego
que significa imposible de cortar y se cree que fue intro-
ducida por Demécrito alrededor del ano 450 a.C.

Este concepto ha sido estudiado, cuestionado y revisado

Figura 1.3. Tabla periédica de los elementos.

en numerosas oportunidades, desde los filésofos de la an-
tigiiedad hasta los cientificos de la actualidad que, dependiendo de las herramientas permiti-
das para dividir y de las propiedades de la materia que se deban preservar, se dedican a buscar
en profundas investigaciones respuestas a las preguntas que plantedbamos anteriormente.

1.2.1. La irreductibilidad en la matematica

Cuando los objetos de estudio son los nimeros naturales y la herramienta utilizada es la
multiplicacién no es posible llevar a cabo un proceso de divisién en partes mds pequefias
que no se termine nunca, porque después de cierta cantidad de pasos se llega, inevita-
blemente, a los nimeros primos; estos son elementos irreducibles. Los niimeros primos,
pueden pensarse como andlogos a los elementos quimicos cuando el objeto de estudio
son los ndimeros naturales y la herramienta de construccién es la multiplicacién.

En otras dreas de las ciencias no existen elementos irreducibles, incluso en 4reas de la
matemdtica. Es ilustrativo analizar el caso de los niimeros racionales porque, en este
aspecto, son muy diferentes a los niimeros naturales. Con ellos si es posible llevar a cabo
un proceso de particién en partes mds pequefas que no se termine nunca. Por ejemplo,
veamos lo que sucede con el ndmero 12 (Figura 1.4):

12 =3x4 2=1,25x1,6= 5/4x8/5
/. ya =
1,28 =1,024 x1,25 =128/125 x 5/4
/ £ =
re /
4=2x2 —

~
1,6 =1,25%x 1,28 = 5/4 x 32/25

1,25 = 1,024 x 1,220703125 = 128/125 X 1,220703125

Figura 1.4: Particién del nimero 12 con la multiplicacién
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El proceso se puede repetir tantas veces como queramos. Esto lo podriamos hacer con
cualquier ndmero racional y, por lo tanto el conjunto de nimeros racionales no tiene
numeros irreducibles con la multiplicacién.

Lo que acabamos de ver es un lindo ejemplo de “infinita divisibilidad”. Sin embargo, no
es muy relevante para la matemdtica, pues como ya dijimos, los nimeros racionales se
construyen con los enteros, los enteros con los naturales y en estos tltimos si hay piezas
irreducibles: los nimeros primos.

A modo de resumen, y para organizar la lectura de este capitulo, adaptamos al contexto
de los nimeros naturales las preguntas que destacibamos como fundamentales para el
estudio de los elementos irreducibles. Algunas de ellas ya se respondieron, otras no.

Preguntas fundamentales de los nimeros naturales

Pregunta 1 | ;Qué herramientas podemos utilizar para dividir los nimeros naturales en niimeros mas pequefios?

Respuesta. | Podemos utilizar la adicién o la multiplicacién. Son las dos herramientas principales. Nosotros
estaremos interesados en trabajar con la multiplicacién. En matematica, la accion de escribir un
nimero como producto de dos nimeros menores se llama factorear.

Pregunta 2 | Dado un nimero natural arbitrario, jes posible expresarlo como producto de dos niimeros menores a él?

Respuesta. | Hay algunos ndmeros factoreables y otros no. Los primeros se llaman compuestos y pueden
expresarse como producto de dos menores. Los segundos, a excepcion del 1, se llaman primos.

Pregunta 3 | Si empezamos a factorear un nimero natural, jpodremos seguir factoreando los factores que
obtengamos indefinidamente? ;o siempre se llegara en algtin momento a factores irreducibles,
es decir que no puedan ser factoreados?

Respuesta. | Siempre se llegaré en alglin momento a factores irreducibles y el motivo sera analizado en la Seccion 4.

Pregunta 4 | ;iEs posible expresar a todos los nimeros naturales como producto de ndmeros primos?

Respuesta. | Si. La razon serd estudiada en la Seccion 4.

Pregunta 5 | ;Hay algin nimero natural que pueda ser expresado como producto de ndmeros primos de dos
maneras distintas?

Respuesta. | No, y también discutiremos esta pregunta en la Seccion 4. Las dos dltimas preguntas son tan
importantes que sus respuestas constituyen el Teorema fundamental de la aritmética:

“Todo niimero natural se factorea de una dnica forma como producto de nimeros primos.”

Pregunta 6 | ;Cuéntos nimeros primos hay?

Respuesta. | Veremos en la Seccidn 4 que son infinitos.

Pregunta 7 | ;Cémo se hace para averiguar si un nimero dado es primo o compuesto? Y, en caso de ser
compuesto, jc6mo encuentro sus factores primos?

Respuesta. | Es fécil si el nimero dado es pequefio, pero muy dificil si el ndmero es grande. Discutiremos
esta pregunta en la Seccion 5.
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Pregunta 8 | ;Cuéles son todos los nimeros primos?
Respuesta. | jQué interesante es esta pregunta! Recién dijimos que son infinitos y por lo tanto no hay una
tabla como la de los elementos quimicos que contenga a todos los primos. ;Qué quiere decir la
pregunta? ;Cudles son todos los nimeros primos? jy cudl serfa una buena respuesta?
En la Seccidn 6 daremos algunas respuestas a las siguientes variantes de esta pregunta.
Variante (a) | Entre los ndmeros naturales, ;jqué porcentaje corresponde a los ndmeros primos?
Variante (b) | jHay una férmula que dé todos o algunos nimeros primos?
Variante (c) | ;Cuéles son todos los nimeros primos conacidos?
1.1 Decidir cudles de los siguientes nimeros son primos y descomponer como producto Para (A
de niimeros primos los que sean compuestos: resolver \\

1.2 Descomponer los siguientes niimeros como producto de nimeros primos:

1.3 Este es més dificil: descomponer el 322.423 como pro-
ducto de nimeros primos.

1.4 Explicar el porqué es mds dificil hallar la descomposicién en
primos del nimero 322.423 que la del nimero 710.073.

1.5 Encontrar el primo que seguiria en la tabla de primos de
la Seccién 1.

1.6 Expresar el nimero racional 1,220703125 = 625/512 como
producto de dos niimeros racionales positivos menores a él,
y continuar partiendo en dos una vez mds.

1.7 Ya vimos que en el conjunto de nimeros racionales no
hay ndmeros irreducibles con la multiplicacién. Ahora
preguntamos, ;hay elementos irreducibles en el conjun-
to de niimeros racionales positivos cuando usamos como
herramienta la adicién?

1.8 No es dificil, pero hace falta pensar un poco. Supongamos que nuestro objeto de estudio
son los nimeros naturales pares: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, etc. Debemos jugar a que los
tinicos niimeros que existen son los niimeros pares. ;Cudles son los nimeros irreducibles? El
andlisis empieza asi: el 2 es irreducible, el 4 no pues es 2x2, hasta aqui nada raro, pero se
viene la sorpresa jel 6 es irreducible, pues el 3 no existe, s6lo existen los pares!

<

73,173, 273, 373, 473, 573, 673, 773, 873, 973, 1.073.

4.875, 18.207, 236.769 y 710.073.
4= g‘/

>+
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0 1.3. Primera etapa de la historia de los nimeros primos

1.3.1. M4s de 2.000 anos atras
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mentos, afio 1309 - 1316.

Los ndmeros primos, los irreducibles de la multiplicacién, despertaron
la atencién del hombre por primera vez hace mds de 3.500 afos. Una
famosa manifestacién de esto se encuentra en el papiro de Rhind, que fue
escrito por el escriba egipcio Ahmes aproximadamente en el afio 1650
a.C. En él se discuten varios problemas de matemidtica y se puede obser-
var el conocimiento que los egipcios ya tenian del hecho de que algunos
numeros son factoreables como producto de dos menores y otros no.

Alrededor del afno 500 a.C. los pitagdricos estudiaron diferentes tipos de nu-
meros. Probablemente, buscaban clasificarlos segtin las propiedades que tuvie-
ran sus divisores, motivados por las consecuencias geométricas de estas pro-
piedades. Un ejemplo paradigmdtico de ello, son los nsimeros perfectos. Estos
son aquellos que son iguales a la suma de sus divisores positivos menores. Por
ejemploel Gesigualal + 2+ 3;yel 28 esigualal +2+4 +7 + 14.

En el afio 300 a.C comienza el estudio sistemdtico de los niimeros primos
cuando el matemdtico griego Euclides escribe la maravillosa obra Elemen-
tos. Los Elementos de Euclides es un tratado de matemdtica que consta
de 13 libros en el que se recopilan los conocimientos de matemadtica que
tenfan los griegos hasta entonces. Esta enciclopedia fue desde siempre una
obra muy valorada por diversos motivos. El principal es que en ella se es-
tablece el cardcter axiomdtico-deductivo de la matemdtica, especialmente
manifestado en el famoso tratamiento que se hace de la geometria plana.

En los libros VII - IX se trata la aritmética de los nimeros naturales y, en
particular, se establecen las propiedades bdsicas de los nimeros primos
con énfasis en el rigor de las demostraciones. Asi surgié la rama de la
matemdtica que hoy se conoce como teoria de nameros.

En la obra de Euclides se nota el interés que habia en encontrarle respuestas
a las preguntas que plantedbamos en la Seccién 2. En los Elementos son
contestadas con demostraciones rigurosas las preguntas 4, 5 y 6.

Haciendo honor al trabajo de Euclides, es el momento adecuado para recordar
que las verdades en matemdtica se llaman teoremas y requieren ser demostradas
rigurosamente. Veremos las demostraciones de Euclides en la proxima seccién.

Desde entonces, los matemdticos han hecho muchos esfuerzos por dar

respuestas a las preguntas 7 y 8 que planteamos al final de la seccién
anterior, y todavia hoy sigue la lucha.
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El primer paso hacia estas respuestas fue dado en el afio 200 a.C. por Eratds-
tenes. Fl descubrié un método para reconocer si un nimero dado es primo,
es decir para dar una respuesta a la pregunta 7. Este método es conocido
como la Criba de Eratéstenes y consiste en una serie de pasos a seguir que
conducen a decidir si un nimero dado es primo. Hoy llamamos a este tipo
de métodos algoritmos. Siempre sucede que hay métodos mejores que otros
y, mds adelante, veremos que el de Eratéstenes requiere demasiados pasos.

Ademids de matemadtico, Eratdstenes era astrénomo, deportista e incluso
poeta. Uno de sus logros mds famosos es haber medido con gran precisién
el radio de la Tierra.

Para hacerlo utiliz6 el hecho de que en ciertos lugares de la Tierra (los que
estdn sobre los trépicos) los rayos de sol caen verticalmente a la hora del
mediodia del difa del solsticio. La figura 1.5 ilustra este hecho mostrando
que la luz solar pasa verticalmente dentro de un pozo de agua. En estos
lugares, a esa hora, un poste vertical no tiene sombra. Justo a esa misma
hora Eratéstenes midié la sombra que proyectaba un poste en su ciudad

natal, Alejandria, que no estaba sobre el trépico de Cancer y por eso el poste si producia
sombra. Midiendo la distancia entre Alejandria y el trépico de Cancer, y utilizando los
conocimientos de geometria que ¢l tenfa (seguramente por haber estudiado los Elementos
de Euclides) obtuvo el radio de la Tierra con un error de aproximadamente el 17%.

Figura 1.5 Eratostenes mide el radio de la Tierra durante el solsticio de verano en Egipto

1.3.2 En la era cristiana

Después de los griegos no hubo progresos significativos en el estudio de los nimeros
primos hasta que en el siglo XVII el famoso abogado (si, abogado) francés Pierre de

Fermat hizo importantes avances.
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Aunque originalmente estudié derecho, Fermat se dedicé a investigar diversos
temas de matemdtica. Fue contempordneo de René Descartes, creador del drea
de la matemdtica que hoy conocemos como Geometria Analitica. Y aunque
contribuyé en esa drea, Fermat fue mds famoso por sus resultados relacionados
con los niimeros primos. Uno de los principales fue el descubrimiento del
siguiente teorema, conocido hoy como el Pequeno Teorema de Fermat.

: Pequeiio Teorema de Fermat: Si p es un nimero primo y 7 es un nimero que no es
: miltiplo p, entonces 727" da resto 1 al dividirlo por p. :

Pierre de Fermat 1601 - 1665 No demostraremos este teorema, pero si vamos a desarrollar un ejemplo. El

namero 5 es primo. En la siguiente tabla analizamos las potencias cuartas de
1,2,3,4,6,7,8,9y 11 (salteamos los multiplos de 5 pues el teorema los excluye).
Podemos ver en la tabla que el resto de dividir #* dividido 5 es siempre 1. Este hecho se
manifiesta en que los resultados de 7* terminan todos en 1 6 6.

Cocienteal | Restoal dividir | Esto no ocurre en general si el nimero p
N y dividir por 5 por 5 no es primo. Por ejemplo si p = 4 entonces
1 1 0 1 los restos de dividir #° dividido 4 son:
2 16 3 1 Cocienteal | Resto al dividir
3 81 16 1 n nd dividir por 4 por 4
PRI 51 1 1 1 0 1
2 8 2 0
6 1.296 259 1
7 2.401 480 1 3 21 6 3
4 125 31 1
8 4.096 281 1
9 6.561 1.312 1 0 216 ot 0
- - 6 343 85 3
11 | 14.641 2.928 1 7 .09 281 1

El Pequenio Teorema de Fermat tiene diversas consecuencias. Una de ellas es la aparicién
de una regularidad, o propiedad en comun, que gozan todos los nimeros primos. Otra,
es un nuevo aporte para contestar parcialmente la pregunta 7: ;c6mo hacemos para
darnos cuenta si un nimero dado es o no primo? El Pequefio Teorema de Fermat da un
argumento para darnos cuenta de que algunos nimeros no son primos. Por ejemplo,
podriamos argumentar que el 4 no es primo pues 3° no da resto 1 al dividirlo por 4.

Advertencia El Pequefio Teorema de Fermat sélo sirve para confirmar que un niimero no es primo,
dado que algunos nimeros, sin ser primos, cumplen la propiedad del Pequeno Teorema de

& Fermat. Un ejemplo de ello es el nimero compuesto 561 = 3 x 11 x 17, que cumple que

#w* da resto 1 al dividirlo por 561 si 7 es un nimero que no es multiplo ni de 3, 11 6 17.
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Fermat también se preocup$ por encontrar férmulas que dieran ndmeros primos
como resultado. Esta es la Variante (b) de la Pregunta 8. Descubrié que los si-
guientes nimeros eran primos:

22'+1=22+1=5

2+ 1=2'+1=17
27+ 1= 2%+ 1= 257
224 1= 2% + 1= 65537

y se convencié de que, cualquiera sea el ntimero 7, siempre sucedia que 2" era pri-
mo. El saba que 22’ +1=2%2+1 da como resultado 4.294.967.297 y sospechaba que
era primo. Aproximadamente 100 afios después, en 1732, Leonard Euler descu-
bre que 4.294.967.297 es compuesto pues es igual a 641 x 6.700.417. Esto frustré
el intento de obtener una férmula que siempre diera primo. Fermat habia errado
en esta oportunidad; incluso hasta el dia de hoy no se conoce ningtin niimero 7> 4
tal que 22" + 1 sea primo. En lo que no err6, y muy por el contrario lo catapult6 a
la fama, fue al descubrir lo que hoy se conoce como Ultimo Teorema de Fermat.

Ultimo Teorema de Fermat: Si n es un nimero natural mayor que 2 entonces no existen
nimeros naturales a, by ¢ que cumplan

Aunque no sea evidente a primera vista, este teorema estd muy relacionado con
los ndmeros primos y con otras dreas de la matemadtica. Si #=2 si existen 4, by
¢ que cumplan 4" +6" = ¢". Por ejemplo: 3% +4? =5%, 5% +12? =137, entre muchas
mds opciones. Las ternas a, b y ¢ que cumplen 4”+6” = ¢ se llaman rernas pita-
goricas (Figura 1.6) porque son nimeros naturales que sirven como medidas
para armar tridngulos rectdngulos.
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El tltimo Teorema de Fermat ha sido, y es, muy renombrado. Su trascen-
dencia alcanzé diversos Ambitos, hasta en series televisivas.

A pesar haber sido llamado desde siempre “teorema”, su demostracién fue

hallada 350 afios mds tarde por el matemdtico inglés Andrew Wiles, ac- Areg = g

tual jefe del departamento de matemadtica de la Universidad de Princenton.
Numerosos investigadores, e incluso aﬁc1onados, habian trabajado inten-
samente buscando una demostracién del Ultimo Teorema de Fermat. En
gran parte, la motivacién provenia por la desafiante anécdota que dice que
Fermat escribié en un libro que utilizaba para estudiar lo siguiente: “co-
nozco una demostracién verdaderamente maravillosa de este teorema pero
el margen de este libro es demasiado pequefio para contenerla”. En latin
original “Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet’.

b
2_ 42, p2

Figura 1.6 Ternas pitagdricas

Los maravillosos nimeros primos




Se sabe que Fermat habia probado su teorema para n = 4.
Mas tarde Euler lo demuestra para 7 = 3 y en 1825 Diri-
chlet y Legendre, cada uno por su lado, para 7z = 5. Con
el correr de los anos, se ofrecieron premios en dinero
para la demostracién del caso 7 arbitrario, lo que pro-
vocd una avalancha de intentos. Se cree que entre 1908
y 1911 hubo mds de 1.000 demostraciones incorrectas.

El libro del que estudiaba Fermat, cuyo margen se vol-
vi6 tan famoso, es La Arithmetica de Diofanto de Ale-
jandria, un matemdtico del siglo IIT DC. El libro cons-
taba de una larga lista de problemas de dlgebra.

Andrew Wiles
En la figura 1.7 visualizamos la tapa de la traduccién al

latin de este libro. En la figura 1.8 reproducimos una pdgina de este libro en su edicién de
1621. En ella se ve el renombrado margen. La figura 1.9 nos muestra la misma pdgina en
la que, en una edicién posterior, se incorpora la pregunta que habia hecho Fermat.
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Figura 1.7. Figura 1.8. Figura 1.9.

Esta es la primera etapa de la rica historia de los nimeros primos. Relataremos la etapa mas
moderna de su historia en las Secciones 5 y 6.
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0 1.4. Teoremas basicos sobre los niumeros primos

En esta seccién demostraremos las propiedades bésicas de los nimeros primos. De ellas
obtenemos las respuestas de las preguntas 4, 5y 6 de la Seccién 2. Como ya dijimos, estas
respuestas aparecieron en el afo 300 a.C en los Elementos de Euclides. El hilo légico y las
demostraciones que presentaremos son muy similares a las de ese libro'.

1.4.1. Primera propiedad

Pararesponderalapl‘egunta4. R R SRR E R R R R R R R TR .

: Teorema sobre la factorizacion de los niimeros naturales :
: Todo niimero natural se factorea como producto de ni- :
meros primos.

Demostracion

Se demostrard por el absur-
do. Supongamos que existe
un niimero que no se puede factorear como producto de niimeros primos y llamemos
n, al menor de todos esos niimeros. Este nimero 7, tiene que ser compuesto, pues si
fuera primo ya estarfa factoreado como “producto” de un s6lo niimero primo. Al ser
n, un niimero compuesto resulta que 7, = 7, x n,, con 7, y n, menores que 7,. Pero
como 7, era el menor nimero no factoreable como producto de primos y 7, y 7, son
menores que 7, obtenemos que 7, y 7, si son factoreables como producto de primos,
es decir que 7, es producto de primos y 7, es producto de primos. Como 7, = 7, x n,,
obtenemos que 7, también es producto de primos lo cual es una contradiccién.

Del dicho al hecho hay mucho trecho.
El teorema que acabamos de enunciar afirma que todo niimero natural se factorea como
producto de nimeros primos, pero no es tan sencillo factorear un nimero dado.

Recordemos un método para factorear, que probablemente hayamos aprendido alguna
vez: Dado el nimero que queremos factorear:

se lo divide por 2 todas las veces que sea posible,
luego se divide el resultado por 3 rodas las veces posible,
luego por 5, luego por 7, etc.

Por ejemplo, para factorear 12.936l2
el nimero 12.936 hacemos: 6.468[2
3.234/2

1.617|3

5397

777
1111

1

'Una excelente fuente para profundizar sobre estos temas son los libros [1]y [6].
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Asi obtenemos que 12.936 =27 x3 x7*x11. Este método presume que se descubre ficilmente el
menor primo que divide el niimero que va quedando. Sin embargo, esto no siempre es sencillo.

Analicemos el niumero

| 12.345.678
12.345.678: 6.172.839

2.057.6133
685.871]777?

Aqui se pone mds complicado. Después de pensar un rato descubrimos que la factorizacién
continta ast:

12.345.678 2
6.172.839
2.057.613

685.87147
14.593(?7?7??

y nuevamente nos trabamos. Hace falta trabajar un buen rato para verificar que 14.593 es primo
y por lo tanto hemos terminado:
12.345.6782
6.172.8393
2.057.6133
685.87147
14.593(14.593
1

La factorizacién en primos de 12.345.678 es 2 x3* x47 x14.593.

A\ Para 1.9 Encontrar la factorizacién en primos de 226.738.512.
\\ resolver

< 1.10 Encontrar la factorizacién en primos de 3.772.486.575.

1.4.2. Segunda propiedad

Antes de seguir adelante con las preguntas de la Seccién 2 recordemos el a/-
goritmo de divisidn, porque es una herramienta fundamental para trabajar con
ntmeros naturales o enteros.

5
g g E .......................................................................................................... E
4 i Algoritmo de division. Sean 2y / dos niumeros naturales. Entonces existen tnicos :

: naturales q (llamado cociente) y 7 (llamado resto) con 0 < r< btales que 2= b x q+r.

Una manifestacién de este algoritmo en la vida real es ganar un premio entre varios y
repartirlo. Como ejemplo, en la division del dibujo de arriba, podemos ver un premio de
$ 13.976 repartido entre 23 personas. A cada una le toca $ 607 y sobran $ 15.
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A pesar de que en este capitulo estamos interesados principalmente en los nu-

meros naturales, vale la pena destacar que la mayoria de los resultados que esta- 23
blezcamos son vdlidos también para nimeros enteros que incluyen a los negati- = / 3 ? 26 ,——
vos de los nimeros naturales. +/39284 — 60¢

Esto ocurre con el algoritmo de divisién, que cambia ligeramente del siguiente
modo: si el nimero # es negativo, entonces el cociente da negativo, pero el res-
to sigue siendo positivo. Este caso también se manifiesta en la vida real, como
pagar una deuda entre varias personas. Por ejemplo, si tenemos una deuda de
$ 13.976 que debe ser pagada entre 23 personas y cada una pusiera $ 607 entonces fal-
tarfan $ 15. Lo que debemos hacer es que cada uno ponga $ 608 para que sobren $ 8.
Por lo tanto el cociente de dividir —13.976 dividido 23 es —608 y el resto es positivo 8.

El algoritmo de divisién tiene diversas consecuencias. Una de ellas es la siguiente propie-

dad de los nimeros primos.

Teorema: Sea p un niumero primo. :

1.- Sizno es miltiplo de p, entonces existen numeros naturales 2y btalesque axn—b xp=1.
Es decir que hay un mltiplo de 7z y un mltiplo de p que restados dan 1.

2.- Simy nson naturales tales que 72 x 7 es mltiplo de p, entonces al menos uno de los dos

Antes de demostrar este teorema veamos unos ejemplos para comprender mejor lo que afirma.

La segunda afirmacién nos dice que no se pueden fabricar maltiplos de un primo p mul-
tiplicando dos niimeros tales que ninguno sea multiplo de p. Esto es diferente con los
ntmeros compuestos. Por ejemplo, podemos fabricar un maltiplo de 4 multiplicando el
6 por 2, y niel 6 ni el 2 son maltiplos de 4.

Sobre la primera afirmacién veamos cémo expresar el 1 como diferencia de un multiplo
de 7z =18 y un multiplo de p = 7.

Muiltiplos de 18: Multiplos de 7:
0, 18, 36, 54, 72, 90, 108, ... 0,7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, ...

Vemos que podemos expresar el 1 como la resta de 36 menos 35.
En cambio, si p hubiera sido 15 (en lugar de ser primo) la resta de un multiplo de 18

menos un maltiplo de 15 siempre da un mdltiplo de 3, y por lo tanto es imposible ob-
tener el 1 restando maltiplos de 18 y maltiplos de 15.

La parte 1.- del teorema anterior vale con mayor generalidad que la enunciada Aclaracion

Teorema (parte 1.- generalizada): Si 72 y 72 no tienen factores primos en comin, entonces hay un
: mdltiplo de 72y un multiplo de 7 que restados dan 1. :
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Por ejemplo, si m =22y n = 15, entonces:

los multiplos de 22 son:
0, 22, 44, 66, 88, 110, 132, 154, 176, 198, 220, 242, 264, 286, 308, 330, 352, ...

los multiplos de 15 son:
0, 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105, 120, 135, 150, 165, 180, 195, 210, 225, 240, 255,
270, 285, 300, ...

Vemos que podemos expresar el 1 como la resta de 286 menos 285.
No demostraremos esta generalizacién, s6lo el teorema enunciado anteriormente.
Demostracion del Teorema.

1.-Si aplicamos el algoritmo de divisién a #y p: resultaque z=gxp + ,con0 < 7 < p
(7 no puede ser cero pues 7 no es maltiplo de p). Es decir que 7= 7 — ¢ x p es un nu-
mero natural menor que p que es diferencia de un multiplo de 7 y un maltiplo de p.

Llamemos 7, al menor nimero natural que se pueda expresar como resta de un mul-

tiplo de 7z menos un multiplo de p. Tenemos que 7, = @ x 7 — b x p, y por el ar-
gumento del primer pdrrafo sabemos que 7, < p. Queremos demostrar que 7, = 1.

Si 7, fuera mayor que 1, aplicamos el algoritmo de divisién a p y 7, y resulta que:
p=txr,+r

con 0 < 7< 7, (r no puede ser cero pues p es primo y 1< 7, < p). Por lo tanto:

e = axn— bxp 1)

txrg = txaxn— txbxp 2
txrp+r = txaxn— txbxp+r 3)
p = txaxn— txbxp+r (4)

Sumando las igualdades (1) y (4) obtenemos que:
r0+p:a><n—b><p+t><a><n—txb><p+r

y, por lo tanto,
r,—r=ax@t+l)xn—(bxt+b+1)xp

Esto es una contradiccién pues hemos escrito el niimero 7, — » como diferencia de un
miltiplo de 7 y un multiplo de p a pesar de que 7, era el menor con esta propiedad.

2.-Supongamos que 72 x 7 es multiplo de p. Si m es multiplo de p ya tenemos lo que que-
remos probar. Si 72 no es miltiplo de p usamos la parte 1.- del teorema y obtenemos que
hay nimeros a2 y & tales que:
axm-bxp=1.
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Multiplicamos ambos miembros por 7 y obtenemos:

axmxn—bxpxn=n

lo que expresa a 7z como resta de dos multiplos de p (recordar que por hipédtesis 72 x 7
es multiplo de p). Por lo tanto 7 es multiplo de p.

1.11 Expresar el 1 como resta de un multiplo de 42 menos un mdltiplo de 11. Para <3 \
resolver \\

1.12 En una balanza de platillos hay una pesa de 10 g en un platillo. ;Cémo se puede hacer
para equilibrar la balanza con pesas de 240 gy 70 g?

1.13 ;Es posible expresar el 1 como resta de un multi-
plo de 11 menos un multiplo de 422 ;Y cémo res-
ta de un maltiplo de 7 menos un mdltiplo de 18?

1.14 Demostrar que se puede invertir el orden de la resta
en el teorema anterior, es decir que si # no es maltiplo
de p (p primo) entonces existen niimeros naturales a y
b tales que b x p—a x n =1, es decir que hay un mal-
tiplo de p y un multiplo de 7 que restados dan 1.

1.4.3. Tercera propiedad

: Teorema de la unicidad de la factorizacion :
. en primos. Todo nimero natural tiene una :

Demostracion. ! dnica factorizacion en primos. :
Supongamos que hay nimeros que se  foooooooiiiiii

pueden factorear de dos formas distintas
como producto de niimeros primos, y llamemos 7, el menor de todos esos ntiimeros.

Demostremos la respuesta a la pregunta 5.

Tenemos asi que:

Ny =Py X Py X...X P =0y X0, X... X0y

Como 7, = ¢, x ¢, x ... xq, es multiplo de p , la parte (2) del teorema que se probé
antes dice que p, debe ser divisor de alguno de los g,y como todos los ¢, son primos la
tnica forma de que p, sea divisor de g, es que p, = q Entonces, se puede simplificar

n
P, con g, en la igualdad de arriba y obtener que "0 es un nimero menor que 7, y con

1
dos formas distintas de ser factoreado como producto de niimeros primos, lo que
contradice el hecho que 7 era el menor posible con esta propiedad.

Para acentuar la atencién sobre la relevancia del teorema que acabamos de demostrar,
veamos como ejemplo, el factoreo del nimero 101.599.344.
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= 2% 3%x 7°x 11%x 17

Figura 1.10 Dos caminos para el factoreo del nimero 101.599.344

Comencemos por dos caminos diferentes: (Figura 1.10)

101.599.344
101.599.344 = 12.936 x 7.854
N . _
12.936x7.854 | 18513x5488 101.599.344 = 18.513 x 5.488
wodisr | 1ssvizn 12 Luego seguimos por .cad:? camino facftoreando. Enla cuarta fila
del proceso de factorizacién, se empiezan a ver algunos niime-
v | oot 1Ny ows e\14 | rOs primos pero’todawa quec.lan ?lgunos compuestos. En esta
cuarta fila, los niimeros de la izquierda no lucen muy parecidos
2X2x2X1IXTX3XTX2Xx3X7X11x17 3X3XL7XLIXLIXTXTX2X2X2X2XT a lOS dC la der'echa, dando la lmP l‘CSl'On dC que f.:XlStC la p OSIbl_
lidad de terminar con dos factorizaciones en primos diferentes

entre si. Sin embargo, si hacemos un paso més factoreando los
ndmeros compuestos de la cuarta fila resulta que, tanto por el
camino de la izquierda como por el de la derecha, obtenemos
los mismos nimeros primos, tal cual afirma el teorema.

1.4.4. Cuarta propiedad

Cerramos esta seccion con el teorema que responde a la pregunta 6.

Teorema de la cantidad de primos. Existen infinitos nimeros primos. Es decir, dada una lista con
cierta cantidad finita de nimeros primos es posible encontrar un nimero primo que no esté en la
lista. En particular, hay nimeros primos tan grandes como uno quiera.

La demostracién de este teorema es constructiva. Significa que da un método para en-
contrar un primo que no esté en una lista de primos que tengamos. Funciona de la
siguiente manera. Busquemos un primo que no esté en esta lista:

2,3,5,7,11, 13.

Construyamos el nimero que resulta de multiplicar a todos los de la lista y sumar 1, es decir:
N=2x3x5x7x11x13+1=30.031
Ahora factoreamos el nimero 7 y obtenemos 7 = 59 x 509. Observamos dos niimeros
primos que no tenfamos. En resumen este es el método para encontrar un primo que no
esté en una lista que tengamos:
1.- multiplicar los primos de la lista entre si,
2.- sumarle al resultado 1,

3.- factorear el nuevo resultado,

Para hacer la demostracién del teorema enunciado es necesario probar que este método
siempre produce nimeros primos que no estaban en la lista.

Demostracion. Supongamos que la lista de primos es p,, p,, ... , p.. Construyamos:
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N=p,x P, x..x p, +1

y factoricemos 7 como producto de nimeros primos. Elijamos alguno de los primos
obtenidos al cual llamaremos p. Afirmamos que p no es ninguno de los p, que tenfamos.
Si p fuera alguno de ellos tendriamos que tanto 7 como p, x p, x ... x p, serfan divisibles
por p, y por lo tanto su resta serfa divisible por p, lo cual es imposible, pues la resta da 1
y 1 no es divisible por ningtin nimero primo.

Imaginemos que comenzamos s6lo con los primos 2 y 3, y vayamos aplicando el método
para ver qué nuevos primos van apareciendo.

Tenemos: 2, 3.
1. Multiplicamos: 6.
2. Sumamos 1: 7.
3. Factoreamos: 7.
Tenemos: 2,3,7.
1. Multiplicamos: ~ 42.
2. Sumamos 1: 43.
3. Factoreamos: 43,
Tenemos: 2,3,7,43.
1. Multiplicamos: ~ 1.806.
2. Sumamos 1: 1.807.
3. Factoreamos: 13 x 139.
Tenemos: 2,3,7,13, 43, 139.
1. Multiplicamos: ~ 3.263.442.
2. Sumamos 1: 3.263.443.
3. Factoreamos: 3.263.443. ({Hace falta mucho trabajo para verificar que

3.263.443 es primo! )
Tenemos: 2,3,7,13,43, 139, 3.263.443.
Vemos que los primos que van apareciendo son enormes. El préximo paso requiere fac-

torear el nimero 10.650.056.950.807, ;quién se anima? También observamos que pa-
reciera que no aparecen todos los primos, ;obtendremos todos los primos si seguimos?

1.15 Repetir los primeros pasos del procedimiento anterior de fabricacién de primos,
pero comenzando con los primos 2, 3 y 5.

1.16 Demostrar que nunca obtendremos el nimero primo 5 si continuamos el proceso

(A
de fabricacién de primos que hicimos mds arriba empezando con el 2 y el 3. (Ayu- Paral \\\
da, mirar en qué terminan los nimeros obtenidos luego de sumar 1: 7, 43, 1.807, resolver
3.263.443, etc.) <
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0 1.5 ;Cémo se determinan los factores primos
de un nimero dado?

En esta seccién discutiremos la pregunta 7 de la Seccién 2. ;Cémo encontrar los fac-
tores primos de un nimero dado? Ya comentamos que es muy dificil si el nimero que
queremos factorear es grande.

Para entrar en calor hagamos un pequeno paseo por la quimica. Los siguientes datos han sido
extraidos de los sitios http://es.wikipedia.org/wiki/Tierra, http://es.wikipedia.org/wiki/Sol.

Sabemos, por ejemplo, cémo estd compuesta nuestra Tierra y nuestra atmdsfera.

Composicién de la atmésfera terrestre Composicién de la Tierra
Nitrégeno 78,08% Hierro 34,6%
Oxigeno 20,95% Oxigeno 29,54%
Argén 0,93% Silicio 15,2%

Magnesio 12,7%

Niquel 2,4%
Azufre 1,9%

Figura 1.11 Foto del Sol de la NASA en la
cual se ha incorporado a la Tierra en tama- Figura 1.12 Foto de nuestra atmdsfera
fio relativo con la Luna de fondo.

Con mayor asombro podemos ver que hemos podido determinar la composicién quimi-
ca de la fotosfera del Sol. A la derecha vemos una hermosa foto del Sol de la NASA en la
cual se ha incorporado a la Tierra en tamafo

Composicién de la fotosfera del Sol relativo (Figura 1.11) y arriba a la izquierda
Hidrogeno | 73,46% Neon | 012% | tenemos una foto de nuestra atmésfera con

Helio | 24,85% | Nitrogeno | 0,09% la Luna de fondo (Figura 1.12).

Oxigeno | 0,77% Silicio | 0.07% | pypy completar el asombro de lo que es ca-
Carbono | 0,29% | Magnesio | 005% | paz el ser humano, se conoce que la estrella

Hierro | 0,16% Azufre | 0,04% | 14 Herculis, que no se puede ver a simple
vista, estd ubicada a 59 afos luz de la Tierra
y tiene planetas girando en su 6rbita. Ademds sabemos que comparada con el Sol, tiene
un tamano aproximadamente igual al 80% pero tiene el triple de hierro. ;Asombroso!
(ver http://es.wikipedia.org/wiki/14_Herculis y su versién en inglés) ;Cémo hacen los
cientificos para descubrir cudnto hierro tiene esta invisible estrella?
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Y aunque parezca mentira, es mds dificil determinar los factores primos de algunos nime-
ros de mds de 500 cifras que encontrar la composicién quimica de la fotosfera del Sol.

:A quién se le ocurre querer factorear un niimero de mds 500 cifras?

Por un lado, es parte de la maravillosa curiosidad que tiene el hombre. La misma curiosidad
que lo lleva a buscar la composicién quimica de cada estrella, o tratar de determinar la geome-
trfa de nuestro universo, o a descubrir la estructura de algtin perdido ecosistema del fondo del
mar, o tratar de encontrar la manera mds eficiente de factoraer cada ndmero natural. Por otro
lado, un poco mds practico y menos romdntico, actualmente las contrasenas de internet o
nimeros de tarjetas de crédito son trasmitidos electronicamente con técnicas de encriptacion
que utilizan nimeros tan grandes, justamente por tener la virtud de ser dificiles de factorear.

Determinar los factores primos de un niimero dado es dificil pues hay infinitos nimeros pri-
mos, y a veces aparecen algunos tan grandes que ni las computadoras pueden encontrarlos.

El proceso de encontrar la factoriza- | Pasos fundamentales para factorear un niimero n
cién de un niimero requiere de dos : Tipo 1. Saber determinar si un nimero dado es primo o
tipos de pasos fundamentales. 9 compuesto. Esto sirve para saber cuando hay que

hacer pasos de Tipo 2.
Tipo 2. Saber como descomponer un niimero compuesto
a como producto de dos nimeros menores 4,y 4,.

Con estos dos pasos podemos ar-
mar el siguiente método:

Meétodo para factorear. Para factorear un nimero 7 hay que:

determinar si 7 es primo o compuesto (Paso tipo 1),

si es compuesto, escribir 72 como producto de dos nimeros menores 72, y 7,, (Paso tipo 2),
determinar si 72, y 72,, son primos o compuestos (Paso tipo 1),

si 7, es compuesto, escribir n, como producto de dos nimeros menores 72,y 7,y si 7, es com-
puesto escribir 7z, como producto de dos nimeros menores 7, y 7, (Paso tipo 2).

—_

o

Seguir haciendo lo mismo con 7, 7, 72,y 7,y asi sucesivamente hasta ir encontrando los factores
primos. Es decir, alternar pasos de tipo 1y 2 hasta que solo nos queden niimeros primos.

Ya sabemos que es muy complicado realizar estos dos tipos de pasos. Si queremos recordar
lo dificil que es podemos intentar factorear el nimero 62.615.533. Mds abajo, revelaremos
su descomposicién. Por ahora tenemos una ayuda que no ayuda mucho: uno de sus factores
primos es aproximadamente 8.000 y ocupa la posicién niimero 1.000 en la lista de primos.

En contraste a lo dificil que es factorear es muy ficil multiplicar, adn si se trata de niime-
ros grandes. Si quisiéramos multiplicar:

233.793.395.921.694.337
X 661.194.147.491

no tendrfamos ninguna dificultad, en menos de media hora habrfamos terminado. Sin
embargo, serfa absolutamente imposible hallar la factorizacion de
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154.582.825.105.470.523.344.997.458.467, que es el resultado de esa multiplicacidn,

sin la ayuda de una computadora.

Factorear y multiplicar son procesos uno el inverso del otro, pero sucede como con el
café con leche.

: Es muy facil mezclar café y leche para preparar un café con leche, pero :
: ante un café con leche es casi imposible separar el café de la leche.

1.5.1 ;Cbémo determinar si un niimero es primo y
cémo encontrar dos factores de un niimero compuesto?

Hay una manera muy primitiva de hacer ambas cosas al mismo tiempo.

¢ Método primitivo de llevar a cabo los pasos tipo 1y tipo 2 al mismo tiempo. Dado el niimero 7, para
: saber si es primo o compuesto, y en caso de ser compuesto encontrar dos factores de &l se divide :
P por todos los nimeros menores que &l. Si en algiin momento es divisible por alguno, entonces 7 :
es compuesto y se conocen los dos factores. Si no es divisible por ninguno, entonces 7 es primo.
Este método es muy bueno para niimeros pequefos, pero requiere muchisimas cuentas (y
por lo tanto mucho tiempo) si el niimero es muy grande.

Pensemos dividir 62.615.533 por todos los niimeros desde el 2 hasta el 62.615.533. En
realidad, bastarfa dividirlo por todos los niimeros desde el 2 hasta la mitad de 62.615.533,
porque de ahi en adelante la divisién no dard un entero. Atn asi, considerar desde el 2 hasta
el 31.307.766 sigue siendo una cantidad enorme. Esto se puede mejorar.

En la Seccién 3 comentamos que en el afio 200 a.C. Eratdstenes hizo una observaciéon que
ayudaba a reducir la cantidad de cuentas necesarias. El se dio cuenta de que si
n=n xn,

entonces, 72, 0 72, debe ser menor que la raiz cuadrada de 7, porque si ambos fueran mayores
que la rafz cuadrada de 7, entonces el producto 7, x 7, serfa mayor que 7. Esta observacién
nos permite la siguiente mejorfa al método primitivo.

Método primitivo mejorado por Eratostenes. Dado el nimero 7, para saber si es primo o compuesto,
¢ yencaso de ser compuesto encontrar dos factores de &l se divide 7 por todos los nimeros menores :

i que su raiz cuadrada. Si en algiin momento es divisible por alguno, entonces 72 es compuesto y se
: conocen dos factores. Sino es divisible por ninguno, entonces 7 es primo. :

Entonces, para encontrar dos factores de 62.615.533 hay que probar con todos los na-
meros desde el 2 hasta el 7.913. Muchisimos menos, pero todavia demasiados. Por eso,
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es casi imposible encontrar los factores de este nimero sin la ayuda de una computadora
o de una persona muy paciente.

Erat6stenes se dio cuenta de otra cosa mds. No hace falta probar dividiendo con todos los
ntmeros desde el 2 hasta el 7.913, porque si no funciond el 2, tampoco lo hardn el 4, el 6, el 8
ni ningn ndmero par. De igual manera, si no sirvi6 el 7, tampoco servird ningtin maltiplo de
7. Erat6stenes se dio cuenta de que s6lo hace falta probar con todos los niimeros primos desde
el 2 hasta el 7.913. Esto simplifica la cantidad de operaciones, pero incorpora una complica-
ci6n: se necesita tener (para este caso) la lista de primos menores a 8.000. Entonces inventd
un método para armar una lista de primos desde el 2 hasta un nimero M dado. Este método
es conocido como la Criba de Eratdstenes.

2 3 4 5 6 7 8 9 10

La Criba de Eratdstenes consiste en lo si-
guiente: se escriben los nimeros desde el
2 hasta el M en una tabla cuadrada. Por
¢jemplo, para M igual a 100: = 31 (3233 3435|3637 3839 40
41 |42 | 43 |44 | 45 |46 | 47 | 48 | 49 | 50
El primer namero negro cn la primera ﬁla 51152153 154|55|56]|57]58159]| 60
es el 2, que es primo. Se lo pinta de rojo y
se pintan de azul todos sus mﬁltiplos.‘ll

11|12 [ 13 |14 |15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20

21 [ 22 |23 | 24|25 |26 |27 28|29 30

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70

TU 72| 73| 74| 75 | 76 | 77 | 18 | 719 | 80

2 3 4 5 6 7 3 9 10 81 | 82 (83 | 84 | 8 | 8 | 87 | 88 | 89 | 90

91 [ 92 | 93194 |95 |96 |97 |98 |99 | 100

11|12 | 13| 14| 15| 16| 17| 18 | 19| 20

21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30 . . .
Ahora el primer niimero negro en la primera

8118233343536 )37)38]39] 4] filaesel3, quees primo. Se lo pinta de rojoy
41| 42| 43| 44 | 45| 46| 47| 48 | 49| 50 |  se pintan de azul todos sus multiplos. J

51| 52| 53| 54| 55| 5 | 57| 58| 59| 60

61| 62 | 63| 64| 65| 66| 67| 68 | 69 | 70 203|456 7189110

71| 72| 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| 80 1112|1314 |15\ 16 1 17 | 18 | 19 | 20
81| 82| 83| 84| 85|86 |87 88|89 90 21122 123|241 25|26 27| 28)29] 30
91| 92| 93| 94| 95| 96| 97 | 98 | 99 | 100 318233 |34|35|36| 373839 40
41 | 42 [ 43| a4 | 45 | 46| 47| 48| 49| 50

2| sfals|e|7]8]o] 10 51|52 |53 |54|55)|56]|57|58]59] 60
1121314 15] 16| 17| 18] 19] 20 61 | 62 | 63| 64| 65| 66| 67| 68| 69| 70
21| 22 [ 23|24 |25 26| 27 [ 28| 20| 30 71|72 73|74l 6] 77] 78] 79] 80
31|32 ]33 |3435]36|37]38]30] 40 81 | 82|83 |84|85|86| 878889 o0
41| 42 | 43 | 44 | 45 | 46| 47| 48 | 49 | 50 91 | 9293|904 |05 96| 07| 98] 99 100

51| 52]53|54|55]|5657|58]59] 60
61 | 6263|6265 66|67 68|60 0] Ahoraelprimernimero negroen laprimera
filaesel 5, que es primo. Se lo pinta de rojo y
se pintan de azul todos sus maltiplos.

71|72 | 73| 74| 75|76 | 77| 78| 79| 80

81 (82|83 |84 |8 |8 |87 |8 |8 | 9

91 | 92 | 93 | 94| 95| 96 | 97 | 98 | 99 | 100 e
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Ahora el primer niimero negro que tenemos en la primera fila es el 7, que es primo. Se lo
pinta de rojo y se pintan de azul todos sus multiplos.

2|3 |4|5|6|7 |89 10 No queda ningtin ndmero negro en la pri-
il 3l s 7 : e 20| merafila. En las otras ﬁlas si hay nidmeros
negros, pero no son divisibles por ningtin
21|22 23|24 |25 |26 27 | 28| 29| 30 . ]
nimero menor que su raiz cuadrada, por-
313238 |34]35|%6]37]38]39] 4 |  que no son multiplos de los de la primera
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 fila. Por lo tanto todos los negros que que-
51 | 52|53 54 |55|56)|57|58]59] 60 dan son primos y se pintan de rojo. 4'
61| 62]63]64|65|66][67|6869] 70
23|45 |e|7]8]of10
71| 72|73 7|75 7677|7879 80
1 1213|1415 |16 |17 18] 19] 20
81 |82|83|8s4|85 (86|87 8889 90
21| 22|23 |24 2526 |27 | 28|20 30
91|92 93] 94| 95|06 070899100

31132 (33|34 |35(36 373839 40

factorear el 62.615.533 lo debemos dividir
por los primos hasta el 7.913. Redondean-
do, necesitarfamos la lista de primos hasta
el 10.000. Vemos en la figura 1.13 la Criba
de Eratéstenes hasta el nimero 10.201, cuya
raiz cuadrada es 101.

Obtuvimos los primos hasta el 100. Pero para | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
7L 72|73 | 74|75 (76|77 |78 |79 80
81 (82 |83|84 |8 (8 |87 |8 |8 | 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

10.201, cuya raiz cuadrada es 101.

Figura 1.13 Criba de Eratéstenes hasta el nimero

En este caso quedan 1.252 ndmeros primos para intentar dividir el
62.615.533, que es mucho menos que las 7.913 divisiones que dijimos
antes, pero sigue siendo mucho. A esta altura, es bueno saber que

62.615.533 =7.907 x 7.919

Los primos 7.907 y 7.919 estdn destacados en la figura con
circulos negros.

La Criba de Eratdstenes fue una buena idea, pero es claro que para
factorear nimeros de mds de ocho digitos hacen falta tantos pasos
que sélo una computadora puede lograrlo.

iEl tema es mds grave todavia! Porque utilizando como herramien-
ta la Criba de Eratéstenes las computadoras de hoy no pueden
factorear nimeros de mds de 70 cifras. {Hace falta algo mejor que
la Criba de Eratéstenes para llegar a 500 cifras!

Debido a la gran importancia que tiene saber factorear los nimeros enteros y a la gran cantidad de
cuentas que requiere la Criba de Eratostenes, los cientificos siguen trabajando hasta el dia de hoy en
la biisqueda de métodos para factorear que requieran la menor cantidad de operaciones posibles.
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sQué seria lo ideal? Seria encontrar un método para factorear tal que la cantidad de ope-
raciones requerida sea lo mds cercana posible a la cantidad de cifras del nimero. Hoy se
conocen buenos métodos de factoreo, pero para nada se estd cerca de encontrar uno que
requiera una cantidad de operaciones parecida a la cantidad de cifras del nimero.

Comparemos EE=o

Para factorear el 62.615.533 con la Criba de Eratdstenes se i :'E ; gﬁ f"»_ % % ] =z ; G

requieren més de 1.000 divisiones, y lo que los cientificos BEza ;fe §3 = =T e

buscan es un método que requiera cerca de 8 operaciones. ZCEgESREE g ==

Para factorear el 1234567891234567891234567891 & §§§ EEZ8 2 oo

23456789123456789123456789123456789123456 SEEFEZEEE: 2] o

789123456789123456789123456789 EREE=CEEEF = o
o . R T

(quetiene 99 cifras) se requieren mdsde 1.000.000.000 EEREo= o

operaciones con la Criba de Eratéstenes, y lo que los FEEzizig z

cientificos buscan es un método que requiera cerca

de 99 operaciones. i :
Criba de Eratdstenes hasta el nimero 1.000.

La Criba de Eratéstenes es un cldsico de la aritmética
y a pesar de que es lenta, hasta los artistas son seducidos por ella.

1.5.2. Un poco de historia mds reciente

A pesar de que la Criba de Eratdstenes trata las dos preguntas ;cémo determi-
nar si un nimero dado es primo o compuesto? y ;cémo expresar un nimero
compuesto « como producto de dos nimeros menores 4, y 4,2, los matemati-
cos, desde el Renacimiento, tratan cada una por separado, y los progresos que
se han hecho hasta hoy son diferentes para cada una de ellas.

En los siglos XVII y XVIII los matemdticos que trabajaban en estas preguntas estaban
centralmente preocupados por encontrar férmulas que dieran niimeros primos (ver
mds detalles en la Seccién 1.6).

En el afio 1801, el principe de la matemdtica Carl Friedrich Gauss con sélo 21

afios, escribié el libro Disquisitiones Arithmeticae, y declaré: Johann Carl Friedrich Gauss

1777 - 1855
"El problema de distinguir niimeros primos de compuestos, y el problema de hallarle

a estos tiltimos sus factores primos, es conocido por ser uno de los mds importantes y ditiles en
aritmética... Es mds, la dignidad de la ciencia misma parece exigir que todos los caminos posibles
sean analizados a fin de obtener la solucion de un problema tan elegante y tan renombrado.”

Durante el siglo XIX hubo progresos muy importantes en relacién con la distribucién
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de los nimeros primos. Los discutiremos en la Seccién 6.

Con estos avances y con la aparicién de las primeras calculadoras y computadoras, el
hombre comenz6 a desarrollar métodos mejores que la Criba de Eratéstenes. Se necesi-
taron mds de 2.000 afos para superarla.

En 1975 el Prof. Vaughan Pratt, Profesor Emérito de la Universidad de Stanford, es-
tablece un primer paso hacia el desarrollo de un método rdpido para determinar si un
namero es primo. Su método estaba basado en el pequefio teorema de Fermat.

A partir de entonces, se lograron muy buenos métodos para determinar si un ndmero es
primo (no para factorear niimeros compuestos). Los mds destacados son:

* Los algoritmos de Miller—Rabin y de Solovay—Strassen. Ambos aparecen entre la
década del 70 y del 80 y han sido perfeccionados muchas veces. Ambos métodos
son muy rdpidos: requieren una cantidad de cuentas de orden de la cantidad de ci-
fras al cubo. Esto es 1.000.000 cuentas en un nimero de 100 cifras. jBastante bien!
Pero tienen un defecto: no son exactos, es decir contestan si un nimero es primo o
compuesto con un infimo margen de error teérico. Estos son los algoritmos que
actualmente se utilizan en la prictica y contestan acertadamente a gran velocidad.

* En 1983, Adleman, Pomerance, y Rumely consiguen un método con 100% de certeza,
que utiliza la siguiente cantidad de cuentas: en un nimero 7 que tenga X cifras, la canti-
dad de cuentas es K™ "9 Esto es 1.200 cuentas en un ndmero de 100 cifras.

* En 2002 los cientificos indios Manindra Agrawal, Neeraj Kayal, y Nitin Saxena consi-
guen el extraordinario logro de desarrollar un algoritmo con el 100% de certeza y que
requiere la siguiente cantidad de cuentas: en un nimero 7 que tenga X cifras, la cantidad
de cuentas es K°. Esto no es mejor que el método Adleman, Pomerance, y Rumely en
ntmeros de 100 cifras, pero si lo es para niimeros de mds de 10" cifras. Este algoritmo
no es muy eficiente en la préctica, pero tiene destacada virtud tedrica de tener 100% de
certeza y de requerir una cantidad de cuentas que es polinomial en la cantidad de cifras.

La contracara es que, lamentablemente, no hay muchos avances en dar un algoritmo que uti-
lice pocas cuentas para factorear un nimero compuesto. Actualmente, uno de los mejores mé-
todos es conocido como la Criba en cuerpos de miimeros generales. Este método requiere
para factorear un niimero 7 de K cifras, aproximadamente la siguiente cantidad de cuentas:

32><3wa x Y (In Ky

Comparado con la Criba de Eratdstenes tenemos:

Cifras 10 | 100 | 1.000 | 10.000
Cuentas en la Criba de Eratostenes (aprox.) | 5.000 10% 100 | 10%0%

Cuentas en la Criba en cuerpos de nimeros generales (aprox.) | 3.800 | 10" 10% 10
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1.5.3. La computadora en accién

Hay programas de computacién que factorean todos los nimeros de menos de 30 cifras
en un abrir y cerrar de ojos. Sin embargo, para nimeros mds grandes hasta las mejores
computadoras tienen problemas.

Analicemos, por ejemplo, los siguientes niimeros:

al = 12.345.678.910;

a2 =1.234.567.891.011.121.314.151.617.181.920;

43 =123.456.789.101.112.131.415.161.718.192.021.
222.324.252.627.282.930;

a4 = 12.345.678.910.111.213.141.516.171.819.202.122.
232.425.262.728.293.031.323.334.353.637.383.
940;

a5 = 1.234.567.891.011.121.314.151.617.181.920.212.
223.242.526.272.829.303.132.333.435.363.738.
394.041.424.344.454.647.484.950

Son nimeros (naturales) que resultan de escribir, uno detrds
de otro sin separacion de comas, los niimeros naturales.

El niimero #1 es 12.345.678.910 tiene 11 cifras y se lee
en castellano doce mil trescientos cuarenta y cinco mi-
llones seiscientos setenta y ocho mil novecientos diez.

Una computadora de las que actuamente se venden al
publico en general, no tarda nada en darnos la factori-
zacién de los dos primeros ndmeros:

al =12.345.678.910
=2x5x1.234.567.891
a2 =1.234.567.891.011.121.314.151.617.181.920
=2°x3x5x323.339 x 3.347.983 x
x 2.375.923.237.887.317

Reflexionemos sobre la dificultad de los pasos realizados para obtener esta factorizacion.

Para 41:

Paso tipo 2: al es 2 x 6.172.839.455 (sencillo).

Paso tipo 1: 2 es primo (sencillo).

Paso tipo 2: 6.172.839.455 es 5 x 1.234.567.891 (sencillo porque termina en 5).
Paso tipo 1: 5 es primo (sencillo).

Paso tipo 1: 1.234.567.891 es primo (bastante dificil).
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Para 42:
Paso tipo 2: a2 es 2 x 617.283.945.505.560.657.075.808.590.960 (sencillo).
Paso tipo 1: 2 es primo (sencillo).
Paso tipo 2: 617.283.945.505.560.657.075.808.590.960 es 2 x
x 308.641.972.752.780.328.537.904.295.480 (sencillo).
Paso tipo 2: 308.641.972.752.780.328.537.904.295.480 es 2 x
x 154.320.986.376.390.164.268.952.147.740 (sencillo).
Paso tipo 2: 154.320.986.376.390.164.268.952.147.740 es 2 x
x 77.160.493.188.195.082.134.476.073.870 (sencillo).
Paso tipo 2: 77.160.493.188.195.082.134.476.073.870 es 2 x
x 38.580.246.594.097.541.067.238.036.935 (sencillo).
Paso tipo 2: 38.580.246.594.097.541.067.238.036.935 es 5 x
x 7.716.049.318.819.508.213.447.607.387 (sencillo).
Paso tipo 1: 5 es primo (sencillo).
Paso tipo 2: 7.716.049.318.819.508.213.447.607.38 es 3 x
x 2.572.016.439.606.502.737.815.869.129 (sencillo porque sus digitos suman un
multiplo de 3, recordar que un niimero es divisible por 3 si y sélo si sus digitos suman
un maltiplo de 3).
Paso tipo 1: es primo (sencillo).
Paso tipo 2: 2.572.016.439.606.502.737.815.869 es 323.339 x
x 7.954.550.609.751.693.231.611 (muy dificil, jsélo una computadora!).
Paso tipo 1: 323.339 es primo (dificil, no tan dificil).
Paso tipo 2: 7.954.550.609.751.693.231.611 es 3.347.983 x 2.375.923.237.887.317 x
(muy dificil, jsélo una computadora!).
Paso tipo 1: 3.347.983 es primo (bastante dificil).
Paso tipo 1: 2.375.923.237.887.317 es primo (muy dificil, js6lo una computadora!).

Todos estos pasos fueron dados por la computadora en forma casi instantdnea.
Sin embargo, la computadora tard6 30 segundos en encontrar la factorizacién de:

a3 =123.456.789.101.112.131.415.161.718.192.021.222.324.252.627.282.930
=2x3x5x13x49.269.439 x 370.677.592.383.442.753 x
x 17.333.107.067.824.345.178.861

Tard6 80 segundos en encontrar la factorizacién de:

a4 =12.345.678.910.111.213.141.516.171.819.202.122.232.425.262.728.293.031.
323.334.353.637.383.940
=2x5x3.169 x 60.757 x 579.779 x 4.362.289.433 x 79.501.124.416.220.680.469 x
x 15.944.694.111.943.672.435.829.023

Tardé 8 minutos en encontrar la factorizacién de:

a5 =1.234.567.891.011.121.314.151.617.181.920.212.223.242.526.272.829.303.
132.333.435.36  3.738.394.041.424.344.454.647.484.950;
=2x3x5x13x211x20.479x160.189.818.494.829.241x46.218.039.785.302.111.919 x
x 19.789.860.528.346.995.527.543.912.534.464.764.790.909.391.

Aventuras matematicas




A la computadora le costé mucho mds trabajo el a5, no por ser més grande que a4, sino porque
aparecen primos muy grandes en su factorizacién: uno de 18 cifras, otro de 20 y el mayor de 44.

Para a6 = 123.456.789.101.112.131.415.161.718.192.021.222.324.252.627.282.930.
313.233.343.536.373.839.404.142.434.445.464.748.495.051.525.354.555.657.585.960;

(que tiene 111 cifras), después de mas de media hora procesando, la computadora se colgd.

Si bien es muy dificil factorear los ntimeros al,a2,a3,a4,a5 y a6, al menos ellos tienen la
ventaja de terminar en cero lo cual implica que son divisibles por 2 y por 5 y esto ayuda
a que sea sencillo empezar a factorearlos. ;Qué pasaria entonces si pedimos a la compu-
tadora que halle la factorizacién de los siguientes ndmeros?

b1 = 123.456.789;

b2 =12.345.678.910.111.213.141.516.171.819;

b3 =1.234.567.891.011.121.314.151.617.181.920.212.223.242.526.272.829;

b4 =123.456.789.101.112.131.415.161.718.192.021.222.324.252.627.282.930.313.233.343.
5306.373.839;

b5 =12.345.678.910.111.213.141.516.171.819.202.122.232.425.262.728.293.031.323.
334.353.637.383.940.414.243.444.546.474.849;

Sabemos que estos nimeros estén armados del mismo modo que los anteriores, sélo que
terminan un par de digitos antes.

El resultado es el siguiente:

b1 =123.456.789 = 3 x 3.607 x 3.803, instantdneo;
b2 =12.345.678.910.111.213.141.516.171.819 = 13 x 43 x 79 x 281 x 1193 x
x 833.929.457.045.867.563, instantaneo;
b3 =1.234.567.891.011.121.314.151.617.181.920.212.223.242.526.272.829
=3 x 859 x 24.526.282.862.310.130.729 x 19.532.994.432.886.141.889.218.213;
80 segundos;
b4 = 123.456.789.101.112.131.415.161.718.192.021.222.324.252.627.282.930.313.
233.343.536.373.839;
=3x67x311x103.9 x 6.216.157.781.332.031.799.688.469 x
x 305.788.363.093.026.251.381.516.836.994.235.539, mas de una hora.

No pudo factorear 5.

0 1.6. ;Cudles son todos los numeros primos?

Es una pregunta muy interesante porque los primos son infinitos y, por lo tanto, no hay
una tabla que los contenga a todos.

Veamos algunas variantes de la misma pregunta.
Entre los nimeros naturales, ;qué porcentaje corresponde a los nimeros primos?
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Terence Tao, quien obtuvo la medalla
Fields (equivalente a Premio Nobel

de Matematica) en 2006.

¢Hay una férmula que dé todos o algunos niimeros primos?
¢Cules son todos los nimeros primos conocidos?

Vimos que dos siglos a.C. se sabia que habia infinitos primos, pero recién a
fines del siglo XVI comenzé un trabajo sistemdtico por encontrar respuestas
a estas preguntas.

Férmulas que dan primos.

Ante la imposibilidad de tener una lista con todos los primos, uno de los
objetivos centrales de los cientificos del renacimiento era encontrar una fér-
mula que los produjera. Asi como la férmula 27 da todos los ntimeros pares,
los matemdticos querian una férmula parecida que diera todos, o al menos
algunos, nimeros primos.

n
Ya contamos que aproximadamente en el afio 1630 Fermat descubrié que 2° +1 era
primo para # = 1, 2, 3 y 4 y tenia la esperanza de que, cualquiera sea el nimero 7,

siempre sucediera que 2°" +1 sca primo. M4s tarde, en el afio 1732, Leonard Euler

descubri6 que para 7z = 5, el nimero 2" +1es 4.294.967.297 = G4l x 6.700.417.

Algunos afios més tarde Euler descubrié que la férmula #* — 7 + 41 daba primo para
n=1,2,3,..,39. Los primos que van apareciendo son 41, 43, 47, 53, 61, 71, ...

Lamentablemente para 7 = 40, la fé6rmula 7> — 7 + 41 da 1.681 = 41 x 41.

Hoy se sabe que no puede haber ninguna férmula polinomial en 7 que dé primo para todo 7.
Sin embargo, los cientificos no se rinden. En 1947, el Prof. W. H. Mills demuestra que existe
un nimero real A, que aproximadamente es 1,3063 tal que si tomamos la parte entera de A%
da primo para todo 7. Lamentablemente, el nimero A no se conoce con precisién, ni siquie-
ra se sabe si es racional o no, lo que hace que probablemente esta férmula no sea muy util.

En el afio 2004, los profesores Ben Green y Terence Tao descubren que dado cualquier niime-
ro K existen nimeros 4 y 4 tales que la férmula 2 x 7 + & da primo para todo 7 desde 1 a K.

En 2008 Jens Andersen encuentra el 2 y & que sirven para K = 25, demostrando que
81.737.658.082.080 x n + 6.089.317.254.750.551

es primo para todo 7 desde 1 a 25.

Densidad de los nimeros primos.

Los ndmeros primos son infinitos y la siguiente tabla muestra cudntos primos hay entre
1 y N. En matemdtica esta cantidad se llama n(/V). También mostramos en la tabla el

valor de P(N) = N/ In(V) donde In(/V) es el logaritmo natural de /V. En ella podemos

ver que la funcién P(N) aproxima muy bien a n(/V). En la cuarta columna se muestra el
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porcentaje de error con el que P(/V) aproxima a (V).

N « (N ) = cantidad de primos % de nime- P(N)=N/In(N) % de
ente 1y N ros primos error en-
sobre el total tre P(N) y

de numeros 7 (N)
10 4 40% 4,34 -7,90%
102 25 25% 21,1 15,13%
10° 168 16.8% 144,76 16,05%
104 1.229 12.29% 1.085,74 13,20%
10° 9.592 9.59% 8.685,89 10,43%
108 78.498 7.85% 72.382,41 8,45%
10’ 664.579 6.65% 620.420,69 7112%
108 5.761.455 5.76% 5.428.681,03 6,13%
10° 50.847.534 5.08% 48.254.942,50 5,37%
10" 455.052.511 4.55% 434.294.482,47 4,78%
10" 4.118.054.813 4.12% 3.948.131.658,80 4,30%
10" 37.607.912.018 3.76% 36.191.206.872,33 391%
10" 346.065.536.839 3.46% 334.072.678.821,51 3,59%
10" 3.204.941.750.802 3.2% 3.102.103.446.199,74 3,32%
10" 29.844.570.422.669 2.98% 28.952.965.497.864,30 3,08%
10' 279.238.341.033.925 2.79% 271.434.051.542.477,00 2,88%
107 2.623.557.157.654.230 2.62% 2.554.673.426.282.140,00 2,70%
10" 24.739.954.287.740.800 2.47% 24.127.471.248.220.200,00 2,54%
10" 234.057.667.276.344.000 2.34% 228.576.043.404.192.000,00 2,40%
102 2.220.819.602.560.910.000 2.22% 2.171.472.412.339.820.000,00 2,27%
107 21.127.269.486.018.700.000 2.11% 20.680.689.641.331.600.000,00 2,16%
102 | 201.467.286.689.315.000.000 2.01% 197.406.582.939.984.000.000,00 2,06%
10% | 1.925.320.391.606.800.000.000 1.93% | 1.888.236.880.295.490.000.000,00 1,96%

Para la matemdtica del siglo XIX fue muy importante descubrir que
P(N) = N/ In(N) aproxima tan bien a n(V), porque la verdad es que la quin-
ta columna, la del porcentaje de error, tiende a cero. Esta verdad se conoce

como Teorema de los niimeros primos. % .
Rey
Gauss y Legendre fueron quienes descubrieron este teorema aunque no lograron D"
demostrar que la quinta columna tiende a cero. Es admirable que en esa época, ~
sin computadoras que calcularan con precisién el valor de 7(/V), observaran que Y
la funcién que cuenta los niimeros primos estd relacionada con los logaritmos
naturales. ;Qué asombroso es que haya una relacién entre los nimeros primos y ¥
el nimero e =2,718281... que es la base de los logaritmos naturales! Adrien-Marie Legendre 1752 - 1833

En el ano 1896, Hadamard y de la Vallée Poussin logran demostrar el Teorema de los ni-
meros primos, es decir que el porcentaje de error tiende a cero. Su demostracién utiliza
unos resultados que Riemann habia probado sobre la famosa funcién:
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que hoy se conoce como la funcién Zeta de Riemann. Esta funcién mues-
tra que los nimeros primos, ademds de estar emparentados con el nimero
e=2,718281... también lo estan con el nimero © = 3,14159..., porque

1 1

M=«
p 1-p2 1- 272 1-32 1-52 1-72

primo

) ) Los primos, ;son muchos o pocos?
Baron de la Vallée Poussin

1866 - 1962

Los indicios que tenemos no se ponen de acuerdo.

¢ Por un lado son infinitos.
* Dor otro lado, entre 1 y V, hay aproximadamente P(V) = N/ In(V). Es decir

100

que aproximadamente el porcentaje de primos entre 1 y N= W %>
n
cantidad que se acerca a cero a medida que /N crece. Por lo tanto, porcentual-
mente los primos son muy pocos.
* Sin embargo, Euler demostré que si uno suma los inversos de todos los pri-
mos, la suma da infinito.

Jacques Salomon Hadamard

1865 - 1963 1

1
[0 recorre F 2

todos los primos

+L+L+L+ +L+L+...:oo
3 5 7 13

17

Rl

El hecho de que esta suma dé infinito indica que son realmente muchos, teniendo en cuen-
ta por ejemplo, que esta otra suma da 1.

* Sin embargo, se conocen muy pocos primos. A tal punto que si uno suma los inversos
de todos los primos que el ser humano conoce, la suma no alcanza a dar mds que 5.

I

p recorre -
todos los primos
conocidos

1, 1,1 ,. <5
11 13 17

|\.)||—\

+L, 1 1,
3 5 7

Mayores primos conocidos.

En 1588 Pietro Cataldi verificé correctamente que los siguientes dos nimeros

27— 1=131.071y2¥—1=524.287
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eran primos. Se cree que en esa época marcaron un récord en la bisqueda de ndmeros
primos grandes. Para valorar debidamente el logro de Cataldi serfa una buena idea in-
vertir cierto tiempo intentando encontrar un niimero primo mayor que 524.287, atin
utilizando calculadora o computadora (que Cataldi no tenfa).

En la misma época, el monje Marin Mersenne decide estudiar en profundidad
los niimeros de la forma 27 — 1 con p primo, y ver cudles de ellos dan primos.

Por ejemplo:

2> — 1 =3 es primo,

2> —1 =7 es primo,

2> —1 =31 es primo,

27 —1 =127 es primo,

2" — 1 =2.047 = 23 x 89 es compuesto,

27 ~1=8.191 es primo. Marin Mersenne 1588 - 1648
Los primos que se obtienen con la férmula 2 — 1, con p primo, se conocen como pri-
mos de Mersenne. En el afio 1856 Edouard Lucas descubre un método muy répido para
determinar si 22 — 1 es primo o compuesto. Desde entonces y hasta hoy, han sido la
principal fuente de récord para primos grandes. A continuacién, presentamos una tabla
que contiene los nimeros primos que, a lo largo del tiempo fueron marcando un nuevo
récord en la busqueda de primos grandes antes de la aparicién de las computadoras.

Destacados record antes de las computadoras

Numero Digitos | Ano | Autor
27-1 =131.07 6| 1588 | Cataldi
29—1 =524.287 6| 1588 | Cataldi
281 —1 =2.147.483.647 10| 1772 |Euler
(2%—1)/179951 = 3.203.431.780.337 13| 1867 |Landry
2'7—-1 =170.141.183.460.469.231.731.687.303.715.884.105.727 39| 1876 |Lucas
(2% —1)/17 = 20.988.936.657.440.586.486.151.264.256.610.222.593.863.921 44| 1951 |Ferrier

En la actualidad, todos estos primos se detectan al instante con la ayuda de una compu-
tadora. Ferrier utilizé una calculadora de escritorio para demostrar que (2" —1) /17
era primo. En el mismo afio Miller & Wheeler demostraron, con el uso de computado-
ras, que el siguiente nimero de 79 cifras es primo.

180 x (21— 1)+ 1=15.210.644.015.679.228.794.060.694.325.390.955.853.335.
898.483.908.056.458.352.183.851.018.372.555.735.221

Todos estos fueron resultados muy celebrados. Con la aparicion de las computadoras la
historia sigui6 un curso vertiginoso. En 1996 se puso en marcha el proyecto GIMPS, Great
Internet Mersenne Prime Search, (Gran bisqueda de primos de Mersenne por Internet) en
el que se invita al publico que navega por Internet a compartir sus recursos informdticos
para hallar el nuevo récord. A la derecha vemos la evolucién que hasta la fecha tuvieron
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Digitos del mayor primo descubierto por afio
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Figura 1.14 Abajo: primos menores que 10.201 distri-
buidos en un cuadrado de lado 101. Arriba: imagen
extraida del la pagina web del Prof. Mark Dickinson
(www.pitt.edu/~dickinsm/), del Dto. de Matemética
de la Universidad de Pittsburg, se distribuyeron los
primos en un esquema de flor de girasol.

los récords. En agosto de 2008 el proyecto GIMPS, liderado por el
Prof. de Matemdtica Edson Smith de la Universidad de California
en Los Angeles, obtuvo el primer primo de més de 10 millones de
cifras. Al mes siguiente, el ingeniero electrénico Hans-Michael El-
venich de Alemania, obtuvo el segundo. Ellos son respectivamente:

243112609 _ | y 032582657 _ |

Cada uno de ellos ocuparfa 2.000 pdginas si los escribimos en le-
tra de 10pt. La fundacién Electronic Frontier Foundation ofrecia
desde hacia mds de 10 afnos un premio de U$D 100.000 a quienes
obtuvieran el primer primo de mds de 10 millones de cifras.

Lo que no se sabe todavia sobre los nimeros primos.

Una de las grandes preguntas que todavia no tienen respuesta es
«de qué manera estdn distribuidos los primos? Mds precisamente:
shay algiin tipo de patrdn que respeten los primos o realmente estdn
distribuidos aleatoriamente?

Para entender mejor la pregunta, miremos las siguientes imdgenes e in-
tentemos descubrir alguna regularidad que cumplan los puntos rojos.

Ambas muestran los primos pintados de rojo (Figura 1.14). En la
primera estdn los primos menores que 10.201 distribuidos en un
cuadrado de lado 101. La segunda figura es una imagen extraida del
la pdgina web del Prof. Mark Dickinson (www.pitt.edu/~dickinsm/),
del Dto. de matemdtica de la Universidad de Pittsburg, se distribu-
yeron los primos en un esquema de flor de girasol.

Encontrar algin patrén que respeten los puntos rojos en alguna
de las imdgenes serfa un descubrimiento extraordinario. Los puntos
azules o blancos corresponden a los niimeros compuestos.

Casi nada sabemos sobre regularidades de los primos. En el ano 1975
el matemdtico alemdn Don Zagier coment6 al respecto lo siguiente:

“Hay dos hechos acerca de la distribucion de nimeros primos que quiero
comentary que espero convencerlos de tal manera que quede para siempre
grabadas en sus corazones. La primera es que, a pesar de su simple defini-
cion y del papel que juegan como bloques de construccion de los nimeros
naturales, los nUmeros primos crecen como yuyos entre los numeros natu-
rales, y parecen no obedecer otra ley que no sea la del azar, y nadie puede
predecir en donde aparecera el proximo. El sequndo hecho es alin mas sor-
prendente, ya que afirma justamente lo contrario: los nimeros primos exhi-
ben una impresionante regularidad, hay leyes que rigen su comportamiento,
y esas leyes son obedecidas por ellos casi con precision militar.”
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- No se sabe si hay infinitas parejas de primos consecutivos (p, p + 2) como (3,5), (5,7), (11,13), Ejemplos

(17,19), (29,31). Estas parejas corresponden al esquema [l en el dibujo anterior.

- No se sabe si todo nimero par mayor que 2 es suma de dos nimeros primos. Si
probamos un rato, veremos que parece que si: 4=2+2,6=3+3,8=3+ 5, etc. En
1742, el matemaitico ruso Christian Goldbach le escribe a Euler haciéndole

esta pregunta. Actualmente se conoce a este problema como la Conjetura
de Goldbach. Nadie pudo demostrar que sea verdadera ni nadie ha podido
encontrar un nimero par que no sea suma de dos primos.

- No se sabe si hay infinitos primos de Mersenne. Los primos de Mersenne son >
aquéllos que se obtienen de restarle 1 a una potencia de 2, es decir que son
aquellos primos de la forma p = 2" — 1. Se sabe que para que 2" — 1 resulte
un niimero primo es necesario que 7 también sea primo. Ya vimos que estos

nimeros primos han marcado récord en la busqueda de primos grandes. .
Figura 1.15. Gréfico del argumento

de ¢, lalinea azul corresponde a
parte real 1/2.

- No se sabe si para todo 7 hay un ndmero primo entre #* y (z + 1)*.

- No se sabe si es verdadera la Conjetura de Riemann, la cual afirma lo que
a continuacién explicamos resumidamente; pues es de considerable dificul-
tad (Figura 1.15). La funcién Zeta de Riemann

0
(o) =2 =11 15
n=1 p 1- p
contiene mucha informacién sobre la distribucién de los nimeros primos.
Esta es una funcién que a cada nimero complejo le asigna un nimero
complejo. La Conjetura de Riemann afirma que si s es un niimero comple-
jo de parte real positiva, tal que:

C(s)=0 Bernhard Riemann 1826 - 1866

entonces, la parte real de s es 1/2. En el afo 1900 D. Hilbert propuso el problema
de probar esta conjetura como uno de los 23 problemas a ser resueltos durante el
siglo XX. Nadie pudo resolver este problema durante ese siglo y, en el afio 2000, el
Clay Institute of Mathematics volvié a proponerlo como problema para el préximo
milenio, esta vez ofreciendo 1 millén de délares a quienes resuelvan el problema.
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Contar sin enumerar

Por Ana Sustar

1. Introduccién.

2. Principios de adicién y multiplicacién.

3. Permutaciones y arreglos.

4. Combinaciones y niimeros combinatorios.
5. Conjuntos con repeticidn.

6. El Principio de inclusién-exclusion.
7.Apéndice: el Principio del Palomar.

@ 3 B x 3 & 2.1. Introducciéon

Probleme des Ménages™

s Cudnras maneras hay de sentar 4 matrimonios alrededor de una mesa re-
donda de forma tal que hombres y mujeres estén alternados y ninguna mujer
esté sentada al lado de su esposo?

En 1876 Peter Guthrie Tait (28 Abril 1831 - 4 Julio 1901), fisico-matema-
tico escocés, formulé este problema planteado para una cantidad # de matri-
monios siendo 7 cualquier entero positivo. Su solucién fue obtenida 58 anos
mis rarde, en 1934, por el matemdrico Jacques Touchard (1885 — 1968).

;," ] ;'wl““‘“ 4' ;l A lo largo de este capitulo plantearemos y resolveremos diferentes proble-

mas que, gradualmente, nos conducirdn a la solucién general del Probleme
des Ménages en su forma wadicional. A su vez, los concepros e ideas que se
rratan son los cimienros de la combinaroria.

Figura 2.1 Tridngulo de Yang Hui: la pri-
mera versién del tridngulo de Pascal

iQuerido )
iEstoy estas tan Comencemos a resolver el mismo problema con un niimero me-
junto a lejos! Esto no es

un varon! nada facil nor dC marrimonios.

iQué
romantico!
W

£Quién
eslaa

e Antes que nada, aclaremos que si los martimonios estin senrados de

dererminada manera, después todos se levanran y se corren 3 (o cual-
quier otro numero) de lugartes hacia la derecha, la nueva ubicacién que
rienen es equivalenre a la primera. Es decir, las roraciones alrededor de
la mesa en cualquier senrido, no agregan nuevas maneras de senrarse.

Si sélo hay una pareja para sentar hay una Gnica manera de hacerlo

jPor fin no .

Ia escucho! :] C]

'En castellano “Problema de los matnmonios™
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en la que, claramente, no se cumplen las condiciones, porque la mujer estd sentada al
lado de su matido.

Si tenemos dos matrimonios e intentamos sentarlos, podtemos lograr la condicién de que hom-
bres y mujetes queden separados pero siempre los matrimonios estardn juntos, o si separamos
los mattimonios no se cumplird la condicién de altetnat hombres y mujeres. Por lo que, con dos
matrimonios, tampoco tenemos manera de hacerlo.

Cuando renemos tres matrimonios para sentat, el ptoblema es mds in-

tetesante. Como vemos en los diagramas de la figura 2.2, s6lo hay dos
manetas posibles de sentarlos. Si H1 y M1 forman la primera pareja, H2
y M2 la segunda y H3 y M3 la tercera:

La solucién que obtendremos al final del capitulo serd valida para cual-
quier nimero de matrimonios 7, con # mayor o igual a cres.

L ) _ Figura 2.2: Esquema para sentar tres ma-
Orto problema de ‘parejas’, relacionado, es el que propuso en 1708 el trimonios

matemdtico francés Pierre Raymond de Montmort, (27 de octubre
1678 - 7 ocrubre de 1719).

roblema de los mazos de cartas. Supongamos que tenemos dos mazos de
carras, uno azul y otro rojo. Las carras del mazo azul se acomodan en una fila en
algiin orden, con el dibujo hacia attiba y luego se ubican al azar las del rojo, una
arriba de cada una del azul, obteniendo asi 50 parejas. El problema consiste en
encontrar el nimero de formas de ubicar los naipes rojos, de manera ral que no
haya coincidencia (en el dibujo de la carta) en ninguna de las 50 parejas.

Este problema tiene otros enunciados mads atractivos, por ejemplo el siguiente proble-
ma de los sombreros (postulado y resuelto en el siglo XIX cuando todavia habia som-
breros) como también el problema de los conejos que enunciamos a continuacién.

Problema de los sombreros. Si z hombres entran a un restautante, dejan sus
sombreros, y luego al irse toman los sombreros al azat, ;de cudntas maneras pueden
retirar los sombreros de forma ral que nadic tome el sombrero correcto?

Problema de los conejos. En un campo hay 30 conejos cada uno en su cueva.
Por la rarde salen a pasear hasta que suena el disparo de un cazador que hace que
cada conejo busque una cueva para refugiarse. ;De cudntas maneras pueden refu-
giatse los conejos de forma ral que ningiin conejo lo haga en su propia cueva?

Los tltimos tres problemas, a pesat de las marcadas diferencias en sus enunciados,
vistos desde la combinaroria son indistinguibles, es decir representan el mismo pro-
blema. Muestran cémo la combinatoria, al igual que la matemdrica, trabaja con
modelos que son aplicables 2 muchos tipos de situaciones. Al comienzo de cada
problema hay ‘parejas’ formadas con elementos de dos conjuntos: tenemos dos ma-
zos de cartas que forman 50 parejas de cartas iguales, hay un conjunto de hombres
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y un conjunto de igual niimero de sombreros formando cada hombre con su sombrero una
pareja, y por ultimo, hay conejos e igual nimero de cuevas formando cada conejo con su
cueva, una pareja. Luego, por distintos motivos, hay una mezcla de las parejas: las cartas son
mezcladas, los sombreros se separaron de sus duenos y los conejos se alejaron de sus cuevas.
Al final, cuando se forman parejas nuevamente, se debe contar el nimero de posibles distri-
buciones en las que no se recupera ninguna de las parejas originales. Debido a este desarreglo
que se produce, el problema se llama Problema de Desarreglos.

:Qué significa contar?

Cuando aprendemos a contar, lo hacemos usando nuestros dedos. Cuando los de-
dos ya no son suficientes, nos convencemos de que si a los diez dedos le agregamos
algnnos mds de nn companero, sigue siendo posible contar cosas con més de diez
elemenros. Después seguimos agregando unidades (que al principio representiba-
mos con los dedos) hasta obtener lo que llamamos el conjunto de los Niimeros Na-

turales o como los llamaban anteriormente, los niimeros para contar. A la cantddad
de elementos de un conjunto, se le llama su Cardinalidad.

Para contar la cantidad de gente en una sala, elegimos la primera persona
a quien contar, esa serd la nimero uno. Luego clegimos nuevamente, ahora a la per-
sona nimero dos, teniendo cuidado de no cometer el error de contar otra vez a la
primera persona. Ahora, es el turno de elegir la tercera persona de entre las restantes.
Y el proceso sigue. Cuando a rodos se les ha asignado un nimero y sélo uno, decimos
que la cantidad de personas en la sala es igual al dltimo nimero natural que asignamos.
Esta es la manera de contar enumerando.

En otros casos nos damos cuenta que, si agrupamos los objetos a contar conveniente-
mente, No es necesario enumerar uno por uno los objetos que estamos contando.

Y T . T 2=

En un aula hay cinco filas de bancos y en cada fila hay seis bancos. Entonces, sin contar banco
por banco y sin dudarlo afirmamos que en el aula hay 5. 6 = 30 bancos. Lo que hicimos, tal
vez sin darnos cuenta, fue agrupar los bancos que queriamos contar en filas, todas ellas con igual
cantidad de bancos y luego multiplicar, cosa que no es mds que sumar varias veces la misma
cantidad. Ahora, si en otra aula tenemos filas que no tienen la misma cantidad de bancos, por
ejemplo hay tres filas con seis bancos y dos con cinco bancos, nos damos cuenta que lo anterior
no funciona. Lo resolvemos separando los bancos en dos grupos de filas, por un lado las que tiene
seis bancos y por otro las que tienen cinco. Ahora si podemos calcular como antes los bancos de
cada grupo, concluyendo que en el primer grupo hay 3 . 6 = 18 y en el segundo hay 2 . 5 = 10,
y por lo tanto hay un rotal de 18 + 10 = 28 bancos en el aula,

Esta forma de contar sin enumerar los objetos, agrupindolos de alguna manera conveniente es
lo que hace la combinatoria.

Los problemas planteados al comienzo, pueden ser resueltos enumerando las posibili-
dades, tarea que a medida que crece la cantidad de objetos involucrados se torna mds
tediosa, extensa y complicada.

s S e—
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En combinaroria, para resolver este tipo de problemas, se continda con esta idea na-
tural de agrupar y combinar convenientemente determinados objetos. Luego se trata
de independizarse de cardinalidades particulares para poder lograr resultados generales,
relaciones o férmulas que se satisfagan para cualquier nimero natural 7.

Se quiere conocer la cantidad de partidos posibles para llevar a cabo un cuadrangular de
ajedrez en el que juegan todos contra todos. Si los participantes son: Luis, Ariel, Ema y Sara,
los partidos serdn entre: Luis y Ariel, Luis y Ema, Luis y Sara, Ariel y Ema, Ariel y Sata y por
tltimo Ema y Sara. Es decir, seis. Pero esa respuesta no nos ayuda a conocer cudntos partidos
serfan si en lugat de cuatro Jos participantes fueran diez o treinta.

Lo que realmente necesitamos es una férmula para calcular el ndmero de parejas de un conjunto
de 7 petsonas siendo 7 cualquier nlimero natural.

En nuestro camino hacia la solucién del Probiléme des Ménages, formalizaremos y demos-
tratemos lo necesario, rescatando la interpretacién combinatoria de las definiciones o
expresiones involucradas. Nos aproximaremos a los conceptos, principios o ideas a través
de problemas conctetos que nos facilitardn la tarea.

0 2.2. Los principios de adicién y multiplicacién

Problema de transporte . Supongamos que estamos por comprar pasajes para via-
jar desde la ciudad de Buenos Aites hasta la ciudad de Puerto Madryn, provincia de
Chubut. En la agencia de viajes nos informan que podemos realizar el viaje por tierra,
pot aire o por mar. Disponen de dos maneras de hacetlo por mat, de una manera de
hacerlo por aire y de 4 maneras por tierra,

’ 3 5 Tierra
:De cudntas formas podemos viajar? /\
Puerto
Buenos /Aire\\ Madryn

. .. Ai
Como debemos elegir solo una manera de viajar, res .

&l taiall e posihidkdis o %31 =T il

Problema del menti 1. En un testaurante

ofrecen para el postre dos copas heladas diferentes y tres tartas de frutas diver-
sas. Nos preguntamos el niimero total de posibles postres. THARUATZIS |

Obviamente, como debemos elegir sélo un postre entre 2 + 3 = 5 opciones, ése serd S
el nimero buscado. Formalizamos estas ideas en el principio de adicién.
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Principio de adicion. Sean Ay B dos conjuntos finitos
: y disjuntos, entonces card (A UB) = card A+ card B,

Una forma equivalente del mismo prin-
cipio usando la terminologia de con-
junros es la expresada en el recuadro:

Problema de transporte II. Para viajar desde la ciudad de Cérdoba (provincia de
Cérdoba) hasta Puerto Pirdmides (provincia de Chubut), se debe pasar por Buenos Aires
v luego por Puerto Madryn, tal como se muestra en la figura.

Madryn
e
—— Puerto
Cordoba 1;:/ o Piramides
| Buenos \
Aires

Si hay 4 formas de ir desde Cérdoba a Buenos Aires, 7 para ir desde Buenos Aires a Puer-
to Madryn, y 2 para ir desde Puerto Madryn hasta Puerto Pirdmides, ;cudntas maneras
tenemos de viajar entre Cérdoba y Puerto Pirdmides?

Por cada una de las 4 opciones para el primer tramo, tenemos 7 para el segundo. Por lo
que tenemos 4 . 7 = 28 posibilidades para ir desde Cérdoba a Puerto Madryn. Por cada
una de esas 28 posibilidades tenemos 2 opciones para el dltimo tramo, es decir en total hay
4.7 .2=28.2 =56 maneras distintas de ir desde Cérdoba hasta Puerto Madryn.

Problema del ment I1. Un restaurante tiene el siguiente menti:

Entrada: sopa o empanadas.
Plato Principal: lomo a la crema, arrollado de atin y nuez o cordero flambeado.
Postre: helado o pastel de manzana.

Nos preguntamos por la cantidad de comidas completas que podemos ordenar. Prime-
ro resolveremos el problema mas sencillo: calcular la cantidad de posibles comidas sin
postre. Para la entrada tenemos dos posibilidades. Para cada una de ellas tenemos tres
opciones para el plato principal. Tendremos entonces 2 . 3 = 6 posibilidades de comidas
sin postre. Volviendo a los postres, para cada una de esas seis opciones tenemos dos op-
ciones de postres, lo que nos da un total de 6 . 2 = 12 posibles comidas completas.

Formalizamos estas ideas con el principio de multiplicacién.

Principio de multiplicacion. Si una accion A puede realizarse de n formas distintas, y una accion
B de mformas distintas, siendo A y B independientes, entonces la accion 'Ay B’ se puede realizar
de n. mformas distintas.

Una formulacién equivalente usando terminologia conjuntista es la expresada en el re-
cuadro siguiente:
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Principio de multiplicacion. Sea AxB ={(a b): a € A, b € B} el Producto Cartesiano de Ay B,
i entonces card (AUB) = card A + card B.

Problema de dados. Supongamos que tiramos simultdneamente dos dados,
uno blanco con puntos negros, y otro negro con puntos blancos, y queremos
saber cudntos posibles resultados tenemos. El dado blanco tiene 6 formas dis-
tintas de caer, lo mismo el negro y (suponiendo que no estén cargados) la caida
de un dado no afecta la del otro. Por lo tanto, tenemos acciones independicn-
tes, entonces el total de posibilidades es 6 . 6 = 36.

Ahora bien, supongamos que queremos calcular cudntas formas hay de arrojar los
‘dados de manera tal que la suma de los dos sea 7. Entonces, las acciones no son
independientes y no podemos usar el principio de multiplicacién. La forma de
resolver este problema es la siguiente: Las acciones posibles para ¢l primer dado son que la
cara superior indique un ‘1’, un ‘2’, etc. Cada una de estas acciones determina automdtica-
mente qué niimero debe aparecer en el otro dado: si en el blanco aparece un ‘1°, en el negro
debe haber un ‘6’; un 2’ con un ‘5’; etc. Por lo tanto, hay sélo 6 posibilidades.

Similarmente, supongamos que pidiéramos que “no haya dobles". En este caso, el niimero
en el dado blanco no determina absolutamente el nimero del dado negro, pero sf limita sus
posibilidades: si sale ‘1" en el blanco, no puede salir ‘1’ en el negro, por lo tanto el dado negro
tiene sélo 5 posibilidades. Asi hay sélo 6 . 5 = 30 tiradas posibles de los dados sin dobles.

También podriamos haber deducido esto haciendo €l siguiente razonamiento: si hubié-
nmos pedido que haya sélo dobles, entonces el dado blanco determinaria el valor del
negro (si sale un ‘1’ en el blanco, debe salir ‘1’ en el negro, etc.), por lo tanto hay sélo 6
dobles, y (recordando que el total de posibilidades para los resultados de los dos dados
sin restricciones es 6 . 6 = 36 ), hay 36 — 6 = 30 posibles tiradas sin dobles.

Muchas veces un problema combinatorio se resuelve mucho mds fécil (o incluso, es la
{inica forma de resolvetlo) pensando, como en este caso, en el ‘complemento’, y sustra-
yendo el nliimero obtenido del tocal.

Los principios de adicién y multiplicacién, a pesar de su sencillez y claridad, son la base
para resolver los problemas de conteo. Veremos que por més complicado que sea un pro-
blema, siempre lo podremos descomponer en ‘subproblemas’ mds simples que podtin
ser resueltos usando estos dos poderosos principios.

La generalizacion de los principios a un nimero finito de acciones es vilida e inmediara.
Veamos problemas donde usamos ambos principios.

Problema de equipos. Supongamos que un estudiante debe formar parte de dos de
los equipos deportivos siguientes: 3 equipos distintos de véley, 4 equipos distintos de
fiitbol y 5 equipos distintos de bdsquet, ;cudnrtas opciones tiene?
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0

Para
resolver

Primero debemos usar el principio de adicién para dividir el problema en casos excluyen-
tes. En este caso, las opciones serian “elige véley y fiitbol", “elige véley y basquet” y “elige
bdsquet y futbol”. Luego, resolvemos cada caso usando el principio de multiplicacién,
porque el equipo que elija para voley, por ejemplo, no afectard el equipo que elegird en
bésquet. As, en el primer caso tenemos 3 . 4 = 12 posibilidades, en el segundo 3.5 = 15
posibilidades, y en el tercer caso 4 . 5 = 20 posibilidades. Aplicando el principio de adicién
tenemos un total de 12 + 15 + 20 = 47 posibilidades.

Problemade niimeros. Sea X=1{1,2,3, ...., 100}yseaS={(a b, ¢):a. bceXa<b a<d.
Encontrar la cardinalidad del conjunto .

Dividirernos el problema en casos disjuntos considerando 2 € { 1, 2, 3....,99 }. Como
a=ke{l,2 ..,99}, el nimero de opciones para & es ( 100 — £) y las opciones para ¢
también son ( 100 — £) . Por lo que, aplicando el principio de multiplicacién, el nimero
de tres-uplas ordenadas (&, &, ¢) es (1 00 — £)°. Ahora £ toma valores de {1, 2, 3..., 99},
entonces aplicando el principio de adicién tenemos:

card § = 992 + 982 +...+ 12
=328.350

2.1. Una fibrica de automdviles produce cuatro modelos distintos de vehiculos. Los
modelos A y B pueden ser de cualquiera de los cuatro estilos siguientes: sedan, todo
terreno, convertible y familiar. Los modelos C y D sélo vienen del tipo sedan o todo
terreno. Todos pueden fabricarse en alguno de los nueve colores disponibles. ;Cudn-
tos automoviles diferentes produce la fibrica?

2.2. Una orquesta sinfénica siempre toca una de las 41 sinfonias de Mozarr, seguida por una de las
25 canciones modernas de su repertorio, seguidas por una de las 9 sinfonfas de Beethoven.

a) ;Cudntos programas diferentes puede tocar la orquesta?

b) ;Cuéntos programas diferentes puede tocar, si las piezas pueden ser tocadas en
cualquier orden?

¢) ;Cudntos programas de tres piezas son posibles, si se puede tocar mds de una pieza
de la misma categoria?

O 2.3. Permutaciones y arreglos

Problema de la Ceremonia Inaugural. ;De cuintas maneras posibles

-4 pueden entrar las 200 delegaciones de los diferentes paises en la Ceremonia
) Inaugural de los Juegos Olimpicos?

Podemos resolver el problema usando el principio de multiplicacién. Tenemos
200 posibilidades para la primera ubicacion. Para la segunda ubicacién tenemos
199 posibilidades. Para la tercera, sélo 198, y asi seguimos descendiendo hasta llegara 1,
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correspondiente a la situacién en que ya estdn los 199 primeros puestos asignados y queda
una posicion para el tnico pais que quedé sin ubicar. Obtenemos 200.199.198... 3.2.1 =

= 788657867364790503552363213932185062295135977687173263294742533244
35944996340334292030428401198462390417721213891963883025764279024263
71050619266249528299311134628572707633172373969889439224456214516642
40254033291864131227428294853277524242407573903240321257405579568660
22603190417032406235170085879617892222278962370389737472000000000000
0000000000000000000000000000000000000 ;posibles ingresos!

Si consideramos el caso general de ordenar 7 elementos, la cantidad de maneras de hacerlo es
n(n-1)n-2)..2.1. Este nimero, que aparece muy frecuentemente, se llama factorial de
ny selo denota 7/ Es decir, #/=n (n—1)(n—-2)...1.

Formalizando estas ideas, decimos que:

i Una permutacion de los elementos de un conjunto es un reordenamiento de ellos. El nimero de :
:  permutaciones de un conjunto de nelementoses n! , donde st =n(m-1)(n-2)...3. 2. 1.

Problema de una carrera de caballos. En una carrera participan 12 caballos.
:De cudntas maneras pueden resultar los tres primeros puestos?

Este problema es parecido al anterior, pero la diferencia es que necesitamos ordenar
un numero de elementos menor que la cardinalidad del conjunto.

Hay 12 posibilidades para el campedn. Luego sélo 11 para el subcampeén y final-
mente 10 para el tercer puesto. Como se trata de elecciones sucesivas, por el princi-
pio de multiplicacién tenemos un total de 12 . 11 . 10 = 1.320 posibles rernas.
Gieneralizaide fa ides, guetemiogsalier 52t A A
cémo calcular un reordenamiento de
r objetos de un conjunto de z siendo
n 2 r. Definimos: 3

Los arreglos son las diferentes permutaciones
de robjetos de entre n, siendo n = 1, se denotan !
Pln.ryPla.rl=nla-1}a=-2).(n-r+1) :

Problema de tres carreras de caballos. En tres carreras hay 10, 8 y 6 caballos corriendo
respectivamente. Una persona gana un premio si predice los tres primeros caballos en ¢l or-
den cotrecto en cada carrera. ;Cudntas predicciones posibles hay?

Primero estudiemos cada carreta separadamente. En la que participan 10 caballos hay
10. 9. 8 posibles ternas ganadoras. En la de 8, hay 8. 7. 6 ternas posibles, y en la carrera con
G caballos habrd 6. 5. 4. Ahora bien, se debe elegir tres ternas, una de cada carrera y las elec-
ciones son consecutivas, entonces pot el principio de multiplicacién tendremos un total de
opciones igual a : (10. 9. 8)( 8. 7. 6)(6. 5. 4) = 29.030.400.
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Observaciones * Por convencién O = 1.

& * P (0, n) =1 (correspondiente a no permucar nada) y 2 (n, n) = n/ (correspondiente a
permutar todo).

* Como n/ = nn — ... (n — r + 1) (n = A (n — r = 1)... 321
sir<nyP(n,r)=nln-1)(n-2)...(n—r+ 1), entonces:

nl
P(r,r)= , r< o
( ) (n—r)
Para 2.3 Si las patentes de los automéviles se componen de tres letras seguidas de un nimero
resolver de uno, dos o tres digitos, ;cudntas patentes distintas puede haber?

2.4 En una reunién hay 7 varones y 3 mujeres. ;De cudntas maneras pueden ser ubica-
dos en fila si:

a) las tres mujeres deben estar juntas?
b) las dos posiciones del final deben ser varones y no debe haber mujeres juntas?

2.5 Encontrar el niimero de enteros positivos divisores de 600, incluyendo a 1 y a él mismo.

2.6 ;Cudnuas secuencias de 2 digitos hay en las que no haya dos digitos consecutivos iguales?

0 2.4. Combinaciones y los nimeros combinatorios

Problema de la salida al teatro. Se propone una salida voluntaria al teatro en una
clase de 20 estudiantes. Se desea saber cudncos grupos posibles pueden formarse.

Una forma de resolver este problema es hacer una combinacién de los principios
de adicién y multiplicacion. Primero, dividimos el problema en casos disjuntos:
el caso en que el grupo es de un estudiante, el grupo que consiste de dos estu-
diantes, etc. En el primer caso, tenemos 20 posibilidades. En el segundo, tene-
mos 20 posibilidades de elegir nn alumno, y luego tendriamos 19 para clegir el
segundo, pero deberiamos dividir por dos, porque que si primero escogemos a
Juan y luego a Maria, es lo mismo que elegir a Maria y después a Juan. Clara-
mente, los casos con mds estudiantes se complican mds porque se deben analizar 20 casos
distintos. Asf, a pesar de lo tedioso que resulte, se obtendria la solucién.

Veamos otro método para resolvet ese problema, y después generalizarlo a un conjunto
de catdinalidad arbitraria.
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En realidad, lo que queremos saber es cudntos subconjuntos no vacios hay en un con-
junto de 20 elementos.

Supongamos que los alumnos estin numerados del 1 al 20. Dado que la salida es vo-
luntaria, para el alumno 1 hay dos opciones: it 0 no ir; también tiene las mismas dos
opciones el alumno 2, el 3 y el resto. Por lo que cada uno de los 20 alumnos tiene dos
posibilidades. Ademds, la eleccién de cada uno es independiente de la de los otros (o al
menos las consideramos asi), por lo que hay 2% posibilidades en total. Notemos que al
contar hemos incluido la posibilidad de que nadie vaya, que es una. Entonces, la canti-
dad de grupos no vacios de alumnos que se pueden formar es 2*°-1 = 1.048.575.

Este resultado se puede generalizar a un con- La cantidad de subconjuntos de un conjun-
junto de n elementos: ~» i tode nelementos es 2. ;
Veamos con un ejemplo cémo calcular el nimero toral de subconjuntos de un determinado -
mafio en Jugar del nimero total de subconjuntos.

Si agregamos al problema de la salida al teatro la condicién de que el grupo sea de 12
estudiantes. Para el primer lugar tenemos 20 posibilidades, 19 para el segundo, 18 para
el tercero y asi hasta llegar a 9 posibilidades para el ltimo que es elegido. Es decir, cal-
culamos P (20,12). Notemos que elegimos 12 alumnos, pero ordenados. Como el orden
no nos interesa (interesa el grupo en sf), tenemos que dividir por la cantidad de formas
de ordenar los 12 elementos, ¢l nimero de permutaciones, es decir 12!. Entonces, la
cantidad de subconjuntos de un conjunto de 20 elementos es:

20.19..1110.9 _ 20!
12! 81 12!
=125.970

Generalicemos este resultado para calcular la cantidad de subconjuntos de cardinalidad £ de
un conjunto de cardinalidad 7 con £ < n. Razonando en forma andloga, tenemos 7 posibilida-
des para el primero que elegimos, (n — 1) para el segundo, (n— 2) para el tercero, y asi sucesiva-
mente hasta tener (n~ £ + 1) para el (ltimo elegido, el niimero £ . Estos k elementos elegidos
estan ordenados (hay tantas posibles elecciones como P (7, £)), para no considerar este orden
dividimos por £/la cantidad de érdenes posibles del subconjunto elegido. Obtenemos:

n(n—])(n—Z)---(n—k+1}: nt

Llamamos niimeros combinatorios y denota-
k! kY(n—k)! :

n

: k
Entonces, de acuerdo a lo visto, podemos  detamafio kde un conjunto de tamafio n.

describir explicitamente estos nimeros:

ny P(n.k)
k)T K

nt

=kKn;kﬂ

remas por . al nimero de subconjuntos
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| Ejemplo

Observemos que P(n, k) es igual a la cantidad de arreglos de {1,2, ..., #} tomados de £
en k. Se pueden obtener estos arreglos escogiendo primero los £ elementos que vamos a

n s
ordenar (esto se hace en ‘ formas) y luego ordendindolos en 4! formas. Por lo tanto,

n ; n P(n,k)
n, k)= k! o equivalentemente =
<[ Jeom )
Con esta fdrmula, mediante operaciones algebraicas, se prueban la mayoria de las pro-
piedades de los nimeros combinatorios. Podemos obtener algunas propiedades direc-
tamente de la definicién. Esto permite, ademds de recordarlas mejor, comprender en
profundidad las férmulas involucradas.

Propiedades de los nimeros combinatorios

Los nimeros combinatorios, como vimos, cuentan la cantidad de posibles subconjuntos
de determinado tamano de un conjunto de tamano mayor. Pero su utilidad se extiende,
combindndolos y usando los principios de adicién y multiplicacién, a otro tipo de si-
tuaciones en las que se calculan cardinalidades de subconjuntos con alguna condicién,
restriccion o propiedad. Esto se verd reflejado en las siguientes propiedades:

(:J = (,: kJ (Simetria).

Veamos, con el siguiente ejemplo, cémo interpretamos combinatoriamente los nimeros
involucrados en la igualdad.

Supongamos que tenemos que elegir 3 sabores
de helado de entre 8. La propiedad nos dice
que es Jo mismo elegir los 3 sabores que que- *
remos, a elegir los 5 sabores que no queremos,

es decir (i = i . En el grifico estdn repre- x
sentados por £ todos los sabores de helados, A 7
representa los sabores que no elegimos y 4 4

los que si elegimos. Figura 2.5. Esquema problema de los helados

En otras patabras :J denota el niimero de subconjuntos de # elementos de un conjunto de

n elementos E. Sea A un tal subconjunto. Entonces, el complemento de 4, 4 debe tener
n— k elementos. Asi, cada subconjunto de £ elementos determina un tinico subconjunto de

n — k elementos, y por lo tanto:
n n
(1)-0%)

* Teorema del Binomio. Este conocido teorema es el que nos permite calcular fcil-
mente los cocficientes (llamados cocficientes binomiales) en la expansién de cual-
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quier porencia de un binomio. Por ejemplo de: (x + 3)° = x* y° + 327 y' + 3x' P +27 .

La forma general del mismo es:
G+y)'= i "t yrt
k=0 k

El Teorema se podria probar algebraicamente, sin embargo lo demostraremos en forma
combinatoria: pensemos a (x + y)" como el producto (x + y) (x + )... (x + y). Si distribuimos
la multiplicacién con respecto a la adicién, obtenemos una suma de elementos de la forma
x* y” con £ variando entre 0 y 7. En el ejemplo esta suma es: x° 3* + 352 3! + 3! 2 +27

Como en el producto (x+ y) (x+ 3)... (x + ) tenemos # facrores, al desarrollarlo, cada uno
aporta un x o un y, pero no ambos. Tenemos ademds, que la suma de los exponentes de x e
yen cada producto x* y” debe ser #, (ya que hay # factores de la forma x o y que multiplica-
dos dan el producto) , por lo que r = #— £ . Lo (inico que queda por verificar es la cantidad
de factores de la forma x* y#, es decir el coeficiente binomial correspondiente.

Si numeramos los factores (x + ) en el producto (x + 3} (x + )... (x + ), (di-
gamos factor 1, factor 2, etc.) tenemos que decidir, ;de cudles factores obte-
nemos los x? (una vez decidido esto, los y se deben obtener de los otros fac-

tores). Entonces, decidir cuintos sumandos de la forma x* y~*
hay es lo mismo que decidir de cudntas formas podemos escoger £ factores
(x + y) (de los cuales sacaremos los x). Pero tenemos # factores de los cuales

debemos elegir £, por lo tanto, el niimero de formas de hacerlo es (Z) 1

Ahora tenemos la suma de 7 + 1 términos de la forma(:]x"‘y”, O<k<n

es decir, hemos probado la propiedad. A

3

Los coeficientes binomiales no sélo aparecen en las potencias de bino- 1 4
mios. Estdn involucrados en muchisimas relaciones, secuencias y conjun-
tos de ndmeros. Para poder apreciar esto observemos ahora el esquema
que se visualiza en la figura 2.6. En cada fila se desarrollan las potencias 1 5

1 1
a + b
2
+ 2ap +
3 3

6

10 10

4

2 2
a  + 3ab 4+ 3ab + b

5

3

1

3 22 3
a*+ 4ab + 6ab + 4ab + b

4

1

del binomio (2 + &) y se destacan los coeficientes. 2% + 5db+ 10ab +103b 4 5ab + b

El tridngulo que se forma con estos coeficientes, que son los nimeros prove-

Figura 2.6: Trianguio de Pascal

nientes del binomio, es el famoso: “Tridngulo de Pascal” en honor a Blaise
Pascal (1623-1662) quien realizé diversas investigaciones acerca de ¢l en

1653. De hecho, el matemaitico italiano Niccolé Fontana Tartaglia (1500 -
1557), ya lo conocia mucho antes que Pascal. Mds aiin, desconocido para los
europeos, los chinos ya lo estudiaban. En China el tridngulo lleva el nombre

1 2 1

de su descubridor Yang Hui (1238-1298) quien lo construyé en 1261. 1 3 3 1
1 4 8 4 1

. . ) . 1 5 10 10 5
Dicho tridngulo se construye colocando un 1 y debajo de ¢l otros dos 1 6 15 20 15 &

niimeros]1. Cada nueva linea comienza y termina con niimeros 1, pero los 17 21 35 35 2

elementos en el interior de la linea se forman sumando los dos elementos
en la linea superior a él que son adyacentes:

1 8 28 56 70 56 28
1 9 36 84 126 126 84 36

7

1

1

9

1
1

57
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Vemos que gracias a la propiedad de simetria de los niimeros combinatorios antes mencionada
M n
k) ln-k

SA AP RARS

— /{ ;/j/;/;/}/ ;‘/}/}/}/}/ 1,6,15,20, 15, 6, 1. El primer 6 es el nliimero combinatorio
/1

6 .

, el tridngulo es simétrico con respecto a la altura del tridngulo que tiene al primer
uno como extremo o informalmente las filas son ‘capictias’.
Por ejemplo miremos fa séptima fila:

f mientras que el Gltimo 6 es

En la figura de la izquierda hemos inscripto el Tridngulo
de Pascal en una tabla. El nimero en la linea n y la co-

Jumna p, es el niimero combinatorio i

| 8
! n-u/1/e/3y/a4ﬁzq/2q/s4/ sgsé 1/

Probaremos la propiedad que nos dice que un elemento
de la fila 7 + 1 es la suma de sus dos antecesores en la fila 7. Es decir:

7 £
n+ll_|n| | n
k k k-1
Para entender y probar esta relacién interpretaremos los niimeros involucrados como
cardinalidades de conjuntos con un ejemplo.

Si tenemos que elegir 4 gustos de helado de entre 9 tendremos z maneras de hacerlo.

Por otro lado, si por ejemplo entre los 9 sabores existe el chocolate, podrfamos elegirlo o
no. En el primer caso, si lo incluimos, debemos clegir 3 de entre los 8 sabores restantes,

es decir tenemos § formas, mientras que

si no lo incluimos tenemos que elegir los 4

4 x
Ahora, como el elegir 0 no al chocolate son
acciones excluyentes, por el principio de
adicién debemos sumar esas dos cantidades

Cx
sabores de entre &, es decir de LS maneras.

obteniendo como resultado: 2 = g +L§ | ! “_
En el gtifico (Figura 2.7) e representa el'sa- -

bot chocolate, 4 el conjunto que elegimos
y E, £’ los conjuntos que se forman depen-
diendo desi e € 4, o no.

Figura 2.7: Esquema problema de gustos de helados,

Veamos ahora el caso general: tomemos A = {1, 2,... , n, n + 1}. Por definicién hay
”;] subconjuntos de # elementos de A. Contaremos de otra manera la cantidad de

estos subconjuntos. Cada subconjunto de # elementos de A4, o bien contiene a 1 o no.
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Si 1 € A la cantidad de dichos subconjuntos es i .Si1 ¢ A lacantidad de formas

-
=
de hacerlo es [ & J . Por el principio de adicién tenemos la suma deseada:

k-1
U
k k) k=1
El Teorema del binomio permite deducir algunas identidades binomiales (es decir igual-

dades que involucran nimeros combinatorios) en forma no combinatoria, por ejemplo,
tomando x = y = [ en la férmula del binomio obtenemos:

(1+1)" =2

= i[n] 1}1!‘!-.’(
k=0 k

%=

Puesto que cada| " |es igual a la cantidad de subconjuntos

de 4 elementos de un conjunto de 7 elementos y, como es-
tamos sumando sobre #, resulta que Ja suma de la izquierda
es igual a la cantidad total de subconjuntos de un conjunto
de 7 elementos. Anteriormente, vimos que es igual a 2”.

Veamos la prueba con argumentos combinatorios. La
suma de la derecha, por los principios de adicién y mul-
tipticacién, es igual a la cantidad de formas distintas de
escoger un subconjunto de un conjunto de 7 elementos
y luego distinguir uno de ellos. Por ejemplo, podriamos
decir que tenemos un conjunto de z personas de las cuales
hay que escoger una comisién de tamano no especificado,
y luego elegir un presidente de esa comisién. Ahora bien,
esto también se puede hacer eligiendo primero al presidente entre las 7 personas y luego elegir
al resto de la comision de entre las (7 — 1) personas que quedan, en 2 formas posibles.

» Identidad de Van der Monde
~(n m n+m
£ (L)

Se puede bacer una prueba no combinatoria comparando los coeficientes de x” que se
obtienen al desarrollar ambos miembros de la igualdad:
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(1+x) (1 +xy=(1+x)

F . , s n+m . +
Una prueba combinatotia mds corra es la siguiente: E . | es igual al ndmero de subcon-

juntos de r elementos del conjunto {1 , 2, ..., # + m}. Pero, un tal subconjunto tendrd una
cantidad, digamos 4, de elementos del conjunto {1 , 2, ..., n} y el resto {r ~ £) estardn en
fm+1,n+2,.. ,n+m) Asi, para formar tal subconjunto debemos elegir un £y luego £

elementosde{l1,2, ..., 7} en| " |formas, yluego r— kelementosde {n+ 1,72+ 2, ..., n+m}
en L" T i formas. Por los principios de adicién y multiplicacién hayi [ZJ [r T kJ formas

k=0
de haceresto,

La siguiente identidad nos dice lo que pasa si sumamos a lo largo de una diagonal del
Tridngulo de Pascal.

* Identidad de Chu Shih-Chieh (o del palo de Jockey):

)-0)

En la figura 2.8 estdn representadas las
siguientes sumas:

[g}{g)*[g}m{aé%ﬂmm +6+1,
Q{ﬂ*(ﬂ{j}o 21=15+5+1y

7
1;’):(3}»[3]6 10=9+1.

Figura 28.

El ndmero :I} es igual a la cantidad de subconjuntos de »+ 1 elementos de {1,2 , ..., m+ 1},

Para formar un subconjnnto A de 7+ 1 elementos debemos decidir primero cudl es el mayor
nimero que estard en A,

Snpongamos que ; es tal nimero (observemos que como A debe tener 7 + 1 elementos, j
debe ser al menos 7+ 1). Entonces, comoj+1,j+2,...,7+1 € Adebemos com[pletar
+1

A con r elementos tomados del conjunto {2 , ..., j + 1}. Podemos hacer esto de J #

nrl -
formas distintas. Asi, tenemos que Z [J -'.-1 = n I U Bonenflend = ¥ = 1. e a surme
obtenemos el resultado. gy, T ¥
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Zoofi)

n
Una prueba no combinatoria sencilla se obtiene evaluando (x + 1) = Z[;:]x" enx=-—1.
k=0

Veamos la prueba combinatoria. Basta probar que el ntimero de subconjuntos de {1, ..., 7}
con una cantidad impar de elementos es igual al niimero de subconjuntos con una cantidad
par de elementos. Esto es obvio si 7 es impar, puesto que si A tiene una cantidad par de ele-
mentos entonces el complemento de A debe tener una cantidad impar de elementos. Si 7 es
par dividimos todos los subconjuntos en dos clases:

1.2 los que conticnen a », y
2.2 los que no contienen a 7.

La cantidad de subconjuntos de la 2.2 clase con una cantidad par de elementos es igual a la
cantidad en la 2.2 clase con una cantidad impar puesto que ahora estos son subconjuntos
de{l,...,n—1}. SiAestd enla 1.2 clase, A — {n} es subconjunto de {1, ..., n— 1}, asl pues:
la cantidad de subconjuntos en la .2 clase con una cantidad impar de elementos, es igual
a la cantidad de subconjuntos de {1, ..., 7 — 1} con una cantidad par de elementos, qne a
su vez es igual a la cantidad de subconjuntos de {1 , ..., n— 1} con una cantidad impar de
elementos, ¢ igual a la cantidad de subconjuntos de la 1.2 clase con una cantidad par de
clementos. Con lo que queda probada la propiedad.

2.7. Mis regularidades en el Tridngulo de Pascal.
Hallar en el wridngulo:

a.- los niimeros naturales;
b.- los nGmeros triangulares: son aquellos que si se representan con puntos permiten for-
mar, con ellos, tridngulos equildceros: 1, 3. 6, 10, 15, 21... (Figura 2.9);

N\
A
! \\‘ ‘ ff \ -./f \\. 1 /‘ 7\
2 % PO - -
1 3 6 10 1 4 10 20
Figura 2.9. Figura 2.10,

c.-nimeros tecraedros: aquellos que si se representan con bolitas permiten formar, con
ellos, tetraedros: 1, 4, 10, 20, 35, ... (Figura 2.10);

d.-nimeros pares e impares;

e.- potencias de 2. Ayuda: sumar;

f.- secuencia de Fibonachi: es la secuencia que comienza con dos unos y luego cualquier
término se obtiene sumando los dos ultimos: 1, 1,2, 3,5, 8, 13, ... ;

g.-las potencias de 11. Ayuda: mirar las flas de la figura 2.11.
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Composiciones de un nimero natural

Problema de la fiesta.

Un grupo de 21 estudiantes estd planeando una fies-
ta de recaudacién de fondos para su viaje de estudios.
Deben hacer varias tareas:

1. elegir el lugar donde hacer la fiesta,
2. obtener los permisos municipales,
3. contratar el DJ,

4. imprimir las entradas,

5. vender las entradas.

/ Se ponen de acuerdo en que todos hardn la dltima ca-
rea, y en dividirse las otras en 4 grupos distintos. ;De

cudnras formas pueden formarse estos grupos?

Resolver este problema es equivalente a contar cudntas maneras hay de dividir el gru-
po de 21 personas en 4 partes porque todos se ocupardn de vender entradas.

Una composicién de uu nimero natural # es una expresion de » como suma
ordenada de nimeros naturales. Los sumandos de una composicién se llaman
partes de la misma.

5 =3+ 2 esunacomposiciénde 5,y 5 =2 + 3 es otra. El nimero 4 ticne 8 composiciones
entoral: 1 +1+1+1;2+1+151+2+1;1+1+2:3+1;1+3;2+2y4.

Hay dos preguntas importantes que podemos hacernos con respecto a las composicio-
nes. Dado #, ;cudnras composiciones tiene #? y ;cudnras composiciones con k partes?
Por ejemplo, el nimero 4 tiene 3 composiciones con 3 partes y otras 3 con 2. Es muy
simple responder esas preguntas. Veamos ;cémo?

Podemos representar el nimero # dibujando # asteriscos en linea. Dibujando barras
verticales obtenemos una composicién. Por ejemplo, * | * * * | * | * | * * | * corresponde
alacomposicién 1 +3+ 1+ 1+2+1de9.

Siqueremos que la composicién tenga £ partes, entonces debemos usar (£ — 1) barras verricales.
Cormo no se usan barras en los extremos tenemos un total de (z — 1) espacios interiores entre

los asteriscos, pot lo tanto, un total de [z - 11) composiciones de 7 en £ partes. Con lo cual:

El nomero de composiciones @ Podemos caleular la cantidad total de composiciones de
de ncon k partes es [ ‘E:ﬂ :un ndmero calculando la cantidad de subconjuntos de
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un conjunto de 7 — 1 elementos, es decit la cantidad total de posibles ubicaciones de ba-
rras en los 7 — 1 lugares. Ahora bien, sa- ...,

bemos que esta canrtidad es igual a: = 2*'. ! El nimero total de composiciones de nes 2,
Entonces tenemos: =3

Ahora estamos en condiciones de calcular la respuesta al problema de la organizacién de la
fiesta. Como tenemos que calcular las composiciones de 21 en 4 partes, de acuerdo a lo visto,

L ta es:
B 20)_ 20.19.18
3) 3
1,140

Problema de la fiesta tercerizado. Un grupo de 21 alumnos organiza una fiesta
en la que hay 5 rareas distintas para realizat. Se les permite tercetizar todas las rareas, es
decir dejarlas en manos de terceros. Deben evaluar la conveniencia de esta opcién. ;De
cudnras maneras pueden dividirse las tareas, si también permitimos que las mismas sean
realizadas por terceros? Asumiremos un tercero por tarea.

Para resolver este problema necesitamos calculat la cantidad de formas de dividir alos 21
estudiantes en 5 grupos permitiendo que haya grupos vacios. Para esto vamos a agregar
al grupo de 21 alumnos las 5 personas que realizarfan las cinco tareas en el caso que ellos
no lo hagan. Tenemos ahora 21 + 5 = 26 personas para dividir en 5 grupos, ahora no
vacios. Como en el problema anterior, la respuesta es:

21+5-1)_(25
4 4
~ 12650

Lo que hicimos fue agregar 5 ayudantes extras al grupo original de estudiantes a partir de
alli planteamos una situacién conocida: el cdlculo de las composiciones en partes positi-
vas. Esto se puede generalizar de la siguiente manera: la cantidad de composiciones débiles
(es decir con partes no negativas) de n en £ pattes es igual a la cantidad de composiciones
de 7 + k en k partes, es decir:

n+k-1

)

2.8. Probar la siguiente identidad interpretando cada miembro de la igualdad como la
cardinalidad del mismo conjunto. (Ayuda: pensar en comisiones)

n m|_| R =
m|lr | |(r]lm-—r
2.9. Probar que para cada entero 7, el producto de 7 enteros positivos consecutivos es
divisible por 7!.
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2.10. ;De cudntas maneras puede formarse un comité de 5 personas de

/v\ un grupo de 11, en el que hay 4 profesores y 7 estudiantes si:

a) no hay restriccién en la seleccién?

b) el comité debe incluir exactamente 2 profesores?
¢) el comité debe incluir como minimo 3 profesores?

Figura 2.12,

d) hay un profesor y un alumno en particular que no pueden estar ambos
en el comité?

2.11. Un alumno debe caminar desde su casa hasta la escuela por calles

que se muestran en la figura 2.12. ;Cudntos caminos minimos tiene el

p alumno para elegir?

2.12. Encontrar el nimero de caminos minimos desde O hasta P, segtin

L

el siguiente diagrama (Figura 2.13) de calles, en cada uno de los casos.

!

e}
Figura 2.13.

a) Los caminos deben pasar por la esquina .
b)Los caminos deben pasar por la calle ab’.
c)Los caminos deben pasar por las esquinas @’ y °c.

d)La calle ‘a b’ estd cerrada.

2.13. Seis cientificos estdn trabajando en un proyecto secreto.

Quieren guardar los documentos en un cajén bajo llaves de manera tal que se
pueda abrir sélo cuando tres o mds de ellos estén presentes. ;Cual es el minimo
namero de cerraduras necesario? ;Cudl es el minimo nimero de llaves que cada
cientifico debe llevar?

0 2.5. Conjuntos con repeticion

Problema del Senado. En el Senado se desea formar una comisién sobre enriquecimiento
iliciro. La comisién debe tener 10 miembros entre los cuales debe haber al menos un re-
presentante del partido A, uno del partido B y uno del partido C. Hay 27 voluntarios: 10
pertenecen al partido A, 9 al B y 8 al C. ;Cudntas comisiones distintas se pueden formar si
no importa qué senadores especificos la forman, sino sélo el partido al cual pertenecen?

Para resolver este problema, introduciremos el concepto de multiconjunto. Un multi-
conjunto es un conjunto en el que se pueden repetir los elementos, es decir un conjunto
con repeticién. Por ejemplo, {1, 2, 2, 4, 5, 5, 5} es un multiconjunto.

Mis formalmente: Un multiconjunto (ﬁ_ﬂitn} Men un conjunto Ses una funcion
v: §— N, tal que Y v(x) <=,
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El nimero v (x) se interpreta como el niimero de repeticiones de x en M . Ses el "conjunto
base". Se suele decir que “M es un multiconjunto sobre §" y permitiremos que v(x) = 0
para algtin/os x de S. La cardinalidad de Mes X v (x) y se denota por card M , Un conjunto

xeS
se puede pensar como un multiconjunto en el que la funcién v es constantemente igual a
1y la cardinalidad es 2. 1= card M.
x&§
Un multiconjunto M sobre § = {x,x,, ..., x } con v ( x, ) = ,, también se puede denotar
como: M = {x; x3* ,..., x;"}.

Diremos que M’ es un submulticonjunto de M si M es un multiconjunto sobre § con funcién
v : §— N que satisface v' (x) < v (x), V x € 5. Recordemos que el niimero de subconjuntos
de un conjunto de 7 elementos es 2", Veamos ahora, jcudntos submulticonjuntos tiene un mul-

ticonjunto? Esto no depende sélo de la cardinalidad » = 5_,; v (x), sino de la funcién ¥ misma.

Pues, como debe ser 0 < ¢' (x) < v (x) para cadax € S, ¢ puede tomar v (x} + 1 valores distintos.
Asf, usando ef principio de multiplicacién, tenemos que hay [ T (v(x)+1) posibles valores para '
xe§

Notemos que en el caso de un conjunto » (x) = 1 para todo x y por lo tanto el producto es

[1(+1) = 2" lo mismo que obtuvimos anteriormente.
xe8

No vamos a desarrollar el nyj de submulticonjuntos de cardinalidad £ de un multiconjun-
to, pero si vamos a definir {Fjjacomo el ndimero de multiconjuntos de cardinalidad k sobre un
conjunto de cardinalidad n.\\*

Al fijar § = {x,, x,, ..., x } entonces, un multiconjunto M sobre S queda determinado por 2,
con Ja condicién de que Y v(x,) = £. Asi, tenemos una composicién de £ en 7 enteros no
negativos, que como hemos visto, es igual a {k * ;: - 1]. Es decir: [&H = (k +;' B 1] :
Ahora, estamos en condiciones de resolver el problema de la comisién de enriquecimiento ili-
cito. Lo que importa en este problema es la composicién de la comisién relativa a los partidos
politicos y no a las personas. Asf, lo primeto que hay que hacer es asegurarse que haya uno
de cada partido. En realidad, el problema consiste en elegir 7 miembros (10 — 3) entre los 24
restantes, divididos en 9 del partido A, 8 del By 7 del C. Sin embargo, como la condicién po-
litica ya est4 satisfecha, simplemente tenemos que escoger un multiconjunto de cardinalidad
7 sobre un conjunto S de cardinalidad 3. Asi, la respuesta al ndmero de posibilidades es:

E)-C5)
0

=36
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Niimeros multinomiales

Problema de anagramas.

Calcular la canddad de anagramas de la palabra ESMERARSE.

Un anagrama de una palabra dada es un reordenamiento de sns letras.

La palabra PAPA, tiene los siguientes anagtamas: PAPA, APAP, PAAT, PPAA, AAPP y APPA.

Veremos c¢6mo calcular el niimero de anagramas que pueden tener las palabras con y sin
tepeticiones de sus letras.

Para responder estos problemas, vamos a introducir los Nimeros multinomiales.

Recordemos que 7! es igual al nimero de formas de ordenar los elementos de un con-
junto de 7 elementos. Hallaremos una férmula para ordenar los elementos de un multi-
conjnnto. Ahota bien, asi como el nimero de submulticonjuntos depende no sélo de la
cardinalidad sino de cémo es en si la funcién », también esta cantidad dependerd de v.

x a4 a I .
SiM = {x'x% ux,} y card M = 5, denotaremos por [a . a ] a la cantidad de
formas de ordenar los elemenros de M. e T

Por ejemplo, sea M = {1, 1, 2, 3}. Entonces la cantidad de formas de ordenar los elemen-

ady

tos de M es igual a [2‘: 1} Calculemos explicitamente este nimero:

Las distintas formas de ordenar los elementos de M son: 1123; 1132;1213; 1312; 1231;

13215 2113; 3112; 21315 3121; 2311 y 3211; por Jo tanto [2‘1 1] =12

Hasta ahora sélo tenemos una notacién. Veamos la f6rmula explicita:

/
n B nyn—a, n—alfaz . n—al—'al—...""am_l
a| sag peemy C gy al az aJ am

Debemos ordenar un total de a, a, ..., a_=n elementos. Primero, elegimos en cniles de
"
los 7 lugares van a ir los 2, x,. Esto se puede hacer de| | formas. Como ya ocupamos
t
. . . n-a
a lugares, solo nos quedan libres # — #, . Escojamos en cudl ponemos los 2, x, en '

; Y . )
formas. Nos quedan entonces ( 7 — 2, — 4, ) lugares libres, continuando de esta manera,
obtenemos ¢l resultado expuesto y, como consecuencia, la siguiente relacién:

n n!
o W B ala,l.a. !
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Veamos una prucba combinatoria de lo anterior. Supongamos que tomamos el si-
guiente conjunto:

H = { x(l,l ) x(u Yoo x(l,al)’ x(ZI ),x(zz Yo ,x(“z)‘... 'x(m,l)"" ,X(m,l ),..,x(mm) }

Como la cardinalidad de este conjunto es 4+ 4,+ ... + a_=n, el nimero total de formas
de ordenar los elementos de M es n! Por otro lado, podriamos ordenar los elementos de

M ordenando primero los elementos de M en formas " , y luego ordenando

Q,4;,--, 4y,

] [
los e 5 de 4! formas, los Mg de a,! formas, etc.

n
Porlo tanto, 4!a)} ... a } =n!
a0y 4,

Como aplicacién final calculamos la cantidad de Anagramas de la palabra ESMERARSE.

Sea M el multiconjunto formado por las letras de la palabra ESMERARSE'. Es decir,
M={E?, §* M, R? A} Tenemos que calcular:

9 9l
32121 32

o1
24

15120

2.14. Seis simbolos distintos se transmiten a través de un canal de comunicacién. Entre
los simbolos se deben insertar un total de 18 espacios en blanco, con al menos dos
espacios en blanco entre cada par de simbolos. ;De cudntas maneras se puedeu
transmitir los simbolos y los espacios en blanco?

2.15. ;Cudntas palabras de 10 letras se pueden formar usando las letras: a, b, ¢, d, €, f; si:

a.- no hay restricciones;
b.- cada vocal aparece tres veces y cada consonante aparece una.

O 2.6. El Principio de Inclusién-Exclusién

Problema de asignaturas 1. Supongamos que en una escuela tenemos un grupo de
30 estudiantes. A 6 de ellos les gusta Matematica y a 15 les agrada Historia. ;A cuintos
estudiantes no les gusta ninguna de las dos materias?

Recordemos que el principio de adicién, en su forma mds simple, dice:

Si Ay B son conjuntos finitos y disjuntos, entonces card (AUB) = card A + card B .

Contar sin enumerar

Para
resolver




Nos preguntamos si existe una férmula en el caso en que los conjuntos no sean disjun-
tos. Si Ay B no son disjuntos, en la unién de los conjuntos Ay B, los elementos comunes
a Ay B son contados dos veces. Por lo tanto serd:

card (AUB) = card A + card B — card ANB

Esta relacién claramente generaliza el caso en que la interseccién es vacia. Cuando la
interseccién es vacia, el 3 término se anula y nos da el principio de adicién que ya sabia-
mos del principio. Cuando no es vacia, vale la formula con los tres términos. Generaliza
porque vale en el caso particular y en el general. Esta férmula es la versién mds simple
del Principio de Inclusién-Exclusidén que a continuacién vamos a estudiar.

Como vimos anteriormente, para resolver ciertos problemas de conteo los conjuntos
cuyos elementos queremos enumerar sc separan en subconjuntos disjuntos para poder
aplicar ¢l principio de adicién. Pero la tarea de dividir un conjunto en subconjuntos
disjuntos puede ser muy complicada.

La dltima férmula que vimos sugiere que expresemos al conjunto dado como AUB, con
Ay B no necesariamente disjuntos, y que luego calculemos separadamente card A , card
By card (ANB) (la inclusién de card Ay card B v la exclusién de card (ANB) en la fér-
mula dard el resultado deseado para card (AUB)).

Volvamos ahora al problema sobre la eleccién de materias por un grupo de 30 alumnos
entre los que hay 6 a los que les gusta Matemadtica, 15 a los que les gusta Historia, y se
pregunta por el nimero de estudiantes a los que no les gusta ninguna de las dos materias.
Esta pregunta no se puede responder si no se sabe la cantidad de estudiantes a los que les
agradan ambas materias. Supongamos que sélo hay un estudiante asi. Entonces, si llama-
mos A al conjunto de alumnos a los que les gusta Matemitica, B al conjunto de alumnos a
los que les gusta Historia, tenemos: card A = 6, card B = 15y card (A(\B) = 1. Entonces:

card (4UB) =6 + 15 -1
=20

Notemos que AUB corresponde al total de alumnos alos que les gusta por lo menos una de
las dos materias, es decir, que estamos buscando su complemento, o sea los alumnos a los
que no les gusta ninguna de las dos. Como el total de estudiantes es 30, y a 20 de ellos les
gusta alguna de las dos materias, los alumnos a los que no les gusta ninguna serdn 10.

Notemos ademds que hay 5 = 6 - 1 estudiantes a los que les agrada Matemdtica pero no
Historia y 14 = 15 — 1 estudiantes a los que les agrada Historia, pero no Matemdtica.

Si A, B son subconjuntos de U, y si denotamos por A
al complemento de A en U, entonces: ;
card (ANB) =card U—card A—card B+ card (ANB).

Podemos genetalizar lo siguiente:
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Como estamnos restando dos veces los elementos de card (AN B), debemos sumarlo una vez.

Por ejemplo: si en el problema anterior hubieran sido 10 los alumnos a los que les agrada
Matemdtica, y a 5 de ellos también les agtada Historia, el total de alumnos a los que no
les gusta ninguna de las dos habria sido 30 - 10~ 14 + 5 = 11.

Generalicemos la férmula para 3 conjuntos. Podemos usar la férmula anterior aplicada
a los dos conjuntos AUBy C.

card (AUBUC) = card ((AUB) UC)
= card (AUB) + card C - card (A UB)NC)
= card (AlUB) + card C - card (ANB) (BNC))
= card A + card B - card (AN\B) + card C - (card {ANC) + card (BNC) - card (ANC) N card (BNC))
=(card A + card B + card C) - (card (AN\B) + card (ANC) + card (BNC)) + card (ANBNC)

En forma combinatoria podemos razonar asi: estamos descontando aquellos elementos
que estén s6lo en 4 (o sélo en B, o sélo en C) cuando restamos card A ( o card Bo card C).
Ahora bien, estamos descontando dos veces a aquellos que estén en dos conjuntos sola-
mente, digamos en A y en B: una con card A y otra con card B. Pero después los contamos
una vez al sumar eard (ANB). Finalmente, primero descontamos 3 veces aquellos elemen-
tos de ANBNC, luego los contamos otras tres veces, y al final los descontamos una vez. Asi,
cada elemento es contado sélo una vez ddndonos la relacién deseada.

Generalizando enemos:

S# A By Cson subcanjuntos de U, entonces : :
: card (ABNQ = card U—card A—card B— card C+ card (ANB) + card (ANC)| + card (B0 —card (AnBNo :

Problema de asignaturas I1. En el turno mafiana de cuarto afio de una escuela hay
100 estudiantes. A 40 de ellos les gusta Matemadtica, a 40 Historia y a 40 Geografia.
A 20 les gusta Historia y Matemdtica, a 20 Historia y Geografia, y a 20 Matemdtica y
Geografia. Ademds hay 10 estudiantes a los que les gustan las tres materias. ;A cudntos
estudiantes no les gusta ninguna materia?

Por la férmula ancerior habra: 100 — 40 —40 - 40 + 20 + 20 +20-10 =30

Problema de primos. ;Cudntos niimeros enteros hay menores que 154 que sean
p ¢ y q q
coprimos con 154?

Recordemos que dos niimeros son coprimos cuando su maximo comtin divisor es 1, es
decir, no existe ndmero narural distinto de 1 que divida 2 ambos niimeros.

Llamemos /V al conjunto cuya cardinalidad queremos calcular. Notemos que 154 =2.7 . 11

por lo que queremos contar aqucllos numeros que no tienena 2, nia7, nia 11 como divisores.
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Observacion

A

Sean A el conjunco de mimetos que si son divisibles por 2, B el de los divisibles por 7 y C los
divisibles por 11, entonces, queremnos calcular card (ANBNC).

Observemos que A[18 son aquellos nimeros divisibles por 2 . 7 = 14, que 4A(C son
aquellos divisibles por 2 . 11 = 22, B C los divisibles por 7 . 11 = 77, y ANB(C los
divisibles por 2. 7 . 11 = 154. Asi tenemos:

card 4 = 1y —=77, card |B|= 14 =22, card |Cl=— ot =14
2 3 11
154
Con lo que card (ANB) =
= 11

Calculando en forma andloga obtenemos:

card N = card (ANBNC)
=154-77-22-14+11+7+2-1
=60

La funcion de Euler

Alrededor de 1760, en un intento por generalizar un resultado de Teoria de Numeros
de Fermat, el matemdtico suizo Leonard Euler (1707-1783) introdujo la siguiente no-
cién: para un # € N, sea @(») el nimero de enteros comprendidos entre 1 y 7 que son
coprimos con #. La funcién @(7), conocida como la funcién de Euler juega un papel
importantisimo en la matemdtica actual.

Si p, ¢, rson primos y si Ves el conjunto de niimeros menores a (p ¢ ») coprimos a ¢, enton-
ces, razonando en forma andloga al problema de primos que vimos anteriormente, tenemos:

cardN = pgr—-pg-pr-qr+p+g+r—1=(p-1)(g-1)(r-1)

Por lo que para n=p g r, serd: &(n)={p-1)(g=1)=1}

Veamos cémo generalizamos el principio de Inclusién-Exclusion:

Principio de Inclusion-Exclusion. Dados i subconjuntos de un conjunto U de cardinalidad . Sean
A,A,..A lossubconjuntos de Uy para cada k, 1 < k< nsea S, la suma de los cardinales de las :
intersecciones entre k de los A . Es decir, S, = ¥ card A , card S, =X card (A[1A), etc. Entonces: :

card (A NANNA)=N-8+8 -8+ (18§ + +(-1)S8,

Con un anilisis combinatorio de la férmula veamos cémo se cuenta cada elemenro x € U-

* Sixe (Aﬂgzﬂ —...ﬂAn),_cntonces x es contado una vez por el lado izquierdo,
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una vez por el lado derecho en N, y luego no se vuelve a contar porque no estd en
ningiin 4, los §,no lo cuenran.

* Sixpertenece a exactamente 7 de los A, entonces en el lado izquierdo x no se cuenta,
y en el lado detecho x se cuenrta una vez por V, m veces por S, (porque x estd en exac-

m ?’ m . .
tamente 7 de los A), [ 5 | veces por S, (porque x estd en todas las | , | intersecciones
2 m . -
de los m A en los que estd), y en general 4 | veces por S, i k< m. Obviamente, §, lo

cuenta 0 veces si k> m , porque x sélo figura en m de los 4.

Asf, el lado derecho cuenta a x un total de 1 = [T]-a- {':J—[’:]+---+(— 1)"[:]= 0 yaque

. . D n
anteriormente vimos que se satisface y (- l)l[k =0.
k

Esta generalizacién permitird resolver el Problema de los sombreros. Si » hombres entran a
un restaurante, dejan sus sombreros y luego al irse toman los sombreros al azar, ;de cudnras
maneras se pueden retirar los sombreros de forma tal que nadie tome el sombrero correcto?

Nuestro universo U'es la cantidad total de formas de elegir los sombreros. Por lo que V = 7!
Sea A el conjunto de aquellas distribuciones de sombreros en las que la persona i toma su
propio sombrero. Entonces, como vamos a contar los casos en que nadie toma el sombrero
correcto, necesitamos calcular card (4, A, ..MA)) . Ahora bien, si la persona / toma su
propio sombrero, las otras 7 — 7 personas ya no pueden tomarlo porque card A = (n - i )!
para todo 4.

Ademds si i # j, entonces es el conjunto de aquellas elecciones, tales que la persona iy la
persona j, ambas, obtienen su propio sombrero. Por lo tanto,

card (AiﬂAj) =(n-2).
Razonando en forma andloga, obtenemos en general que card (A;]ﬂA‘zﬂ ...ﬂA,*) =(n-4k).

Ahora necesitamos saber la cantidad de posibles intersecciones entre # conjuntos. Esto
es equivalente a elegir los £ conjuntos que van a ser intersecados, es decir que hay exac-

i
tamente | ] Por lo que tenemos:

(A NA4N..N4,[=n!- [’;](n— D + (- 1)‘[:)(n )+ (- 1)"[2}0;

k=0

=5 (wl)k[Z](nfk)!

=kz=0(-1) :i

=n!§(—k—!l)
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Asf, la cantidad de formas posibles de retirar los 7 sombreros sin que nadie tome el suyo es:

n!Zn', (_—l)k

o Kl

Al estudiar probabilidad se ve que la probabilidad de un evento es igual al nimero de
casos favorables, dividido el nimero total de casos. En esta situacién, la probabilidad de
que nadie reciba su propio sombrero es:

ey ED 1 L

-1
k=0 k! r! =0 k!

o)

u

Estos son los primeros términos en el desarrollo en serie de V. La convergencia es muy
répida y, por ejemplo paran = 6, la suma da 0,367888 , mientras que ¢V = 0,367879.
Asi, podemos decir que la probabilidad de que todos tomen un sombrero equivocado es
¢V, Es sorprendente que esta probabilidad sea la misma tanto si se trata de 10 como de
10.000 personas con sus sombreros.

Solucién del “Probléme des Ménages" o “Problema de los matrimonios”

¢Cudntas maneras hay de sentar » matrimonios alrededor de una mesa de forma tal que
hombres y mujeres estén alternados, y ninguna mujer esté sentada al lado de su esposo?

Para llegar a la solucién primero resolveremos dos problemas mis simples, por si mis-
mos interesantes.

Problema de vecindad I. Sea X = {1, 2, ...,n} donde » € N. Calcular el niimero de sub-
conjuntos de X de r elementos tal que no contengan enteros consecutivos.

Sea X = {1, 2, ...,7}. Todos los subconjuntos de X de tres elementos sin enteros consecu-
tiVOS son: {1,3,5}){ 1,3;6};{1,3;7},{ ]- ,4;6];{1)4,7},{1)517};{234:6}){2:4)7}){295:7}) {3!517}'

Es decir, hay 10 = {:]conjuntos.

Volvamos al caso general. Sea A el conjunto de subconjuntos de X con r elementos, sin

elemencos consecutivos y B el conjunto de los subconjuntos de » elementos de ¥, donde
Y={(L2,...2-(-1}

Asignaremos a cada elemento de A un Gnico elemento de B, siendo todas las asignacio-
nes diferentes y todo elemento de B asignado. De esta forma, vemos que A y B tienen la
misma cardinalidad. (En matematica esta asignacién se llama biyeccién entre Ay B).

Sea S = {s, 5, .., 5 jun miembro de A. Podemos asumir, sin perder generalidad, que

5,< 5,< 5, .. <5, Definimos f: A — B
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f(S) = {SI:SZ _1333 _2,---, 5, _(I‘—l)}

Observemos que como §,y S, no son consecutivos, todos los niimeros en f(5) son dis-

tintos. Por lo que f{S) € B, por lo tanto fes realmente una funcién de A en B.

Para ver que las asignaciones son distintas, sean Sy § ' en A y supongamos lo contrario, es
decir que f(S) = f(§"). Entonces § = §'V 1<7 < 7, por lo que las asignaciones son distintas.

Para ver que todo B es asignado, sea T ={f,1,,.,[,} €B y sea entonces
S={1,.t, +1L,2, +2...,7, +(r ~ 1)} claramente no hay enteros consecutivos en §, por lo
que S €4.

También f(S) = T por definicién, con lo que falcanza todo By por lo ranto card A4 = card B,
siendo la cardinalidad de B ficilmente calculable:

—r+l
cm‘dB=cardA=[n : J

Con esto, resolvimos el primero de los problemas.

Problema de vecindad I1. Supongamos que los nameros 1, 2, ..., m con m > 3
son ubicados alrededor de un circulo. Para 0 <k < 1;1 , (J

-”-j el mayor entero menor o
igual a [g-]), calcular o ( £) el ndmero de subconjuntos

e k elementos de {1,2, ..., m}

de manera que no haya elemenros adyacentes alrededor del circulo.

Sim =10y k = 4, y ubicamos los 10 niimeros alrededor de un circulo en su orden ‘na-
tural’, enronces {1, 3, 6, 8} y {3, 5, 8, 10} son de esos subconjunros, pero {1, 6, 8, 10} y
{3, 5, 9, 10} no lo son.

Notemos que si [3] <k, no pueden existir dichos conjuntos ya que necesariamenre

aparecen elementos adyacentes.

Paracadai=1,2,..., m, sead el nimero de tales subconjuntos de £ elemenros de {1, 2, ..., 7}
qne contienen a ‘i . Por simetria, 0,= 0.,= .. =a. .

Contamos o, Si B es un subconjunto de cardinalidad # conteniendo a 1, entonces por
hipétesis, 2, m & B, por lo que los restantes £ — 1 elemenros de B deben ser elegidos
entre {3, 4, ..., m — 1}, tal que no haya dos adyacentes.

Ahora, como el conjunto {3, 4, ..., 7 — 1} es lineal y no en circulo, podemos usar el resultado del
problema anterior, con lo qne tenemos:

(m—3)=(k—1)+1
k-1

("4
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Y por lo tanto ia: =m[m;k}-1]

Notemos ahora que a. (k) = —':—a, ya que al elegir el conjunto 0, elegimos un primer ele-

mento de entre {1, 2, ...,m } que puede hacerse en m formas, por lo que multiplicamos por
m. Por otro lado, podriamos elegir el mismo conjunto @, empezando con otro namero dis-
tinto, y esto puede suceder en £ maneras, por lo que dividimos por 4. Entonces tenemos:

m(m—k—1
a(k)z?( k-1 ]

Ahora estamos en condiciones de resolver el Probléme des Ménages.

Supongamos que las sillas ubicadas alrededor de la mesa y las parejas (la mujer 7 es pareja
del hombre 7) estan numeradas. Sentamos a los hombres determinando a la derecha del
hombre 7, l2 posicién 7.

Definimos “_como el nlimero de permutaciones de {1, 2,...,n} que no satisfacen ningu-
na de las siguientes 2z condiciones:

1. la mujer 1 estd en la primera posicién,
2. |]a mujer 1 estd en la segunda posicién,
3. la mujer 2 estd en la segunda posicion,
4. la mujer 2 esté en la tercera posicién,

2n -1. la mujer 7 estd en la enésima posicidn,
2n. la mujer # estd en la primera posicién.

Veremos que la cantidad de formas de sentar # parejas, alternando mujeres y hombres de
manera tal que nadie esté sentado al lado de su compafero/a es 27! .

Cuando sentamos a los hombres pueden ocupar los asientos numerados pares o bien los
impares, y lo pueden hacer en n! formas. Las mujeres se pueden sentar en #_formasy asi,
por la manera en que definimos las condiciones, no estardn sentadas al lado de su esposo.
Por lo que el problema serd resuelto si podemos calcular # .

El ndmero de formas de sentar a las mujeres sin ninguna restricciéon es #! De ésas,
necesitamos quitar todas aquellas permutaciones que satisfagan alguna de las 2z con-
diciones listadas anteriormente. Sea A, el conjunto de todas las permutaciones que sa-
tisfacen condicién 7 de la lista anterior. Entonces, aplicando el principio de Inclusién-
Exclusién, y si S, es la suma de los cardinales de las intersecciones entre £ de los 4, es

decir, 8, =3 card A, S, =3 card (A N A), entonces:

ua=ca7'd (Z nzg ﬂ... n.nqn)
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e
20
= =848~ 8y )8, 4SS,

Se puede simplificar esta expresién. Por ejemplo 4 (14, son las permucaciones en las que
la mujer 1 esrd en la primera y en {a segunda posicién. Es decir, es imposible, por lo que
card (ALﬂAZ) = 0. En general, por motivos andlogos, cada vez que tengamos dos condi-
ciones consecutivas la cardinalidad de la interseccién serd cero. Por lo tanto, necesitamos
saber el niimero de conjuntos de cardinalidad no nula. Podemos calcularlo usando el
primer problema, es decir calculando la cantidad de formas de elegir dos condiciones no
consecutivas de entre las 27 condiciones. De acuerdo a lo visto habra:

2n—2Y 2n
2 J2n-2
Ademds, la cardinalidad de cada uno de esos conjuntos es (7 — 2)! ya que se fijaron
dos condiciones.

Hasta ahora sentamos a dos mujeres y las otras pueden hacerlo en (7 - 2)! maneras, por lo que
el nimero de formas que cualquier par de condiciones se satisfagan al mismo tiempo es:

2n—2 2n .
( 2 ]2n—2(""2)'

Lo mismo es cietto si tratamos de elegir tres condiciones no consecutivas de a pares. Pot lo
visto en el problema previo, la cantidad de formas de elegir las tres permutaciones seré:

[2"3 3] 2 25 ¥ el nimero de formas de sentar las restantes » — 3 mnjeres serd (n — 3)!
n —

Esto puede extenderse, obteniendo:

2, = n!—2—2—n—1(2nl_1J(n—l)! * 22—”2[2"’2‘2};1—2)! = 22"3[2”3_3](”—3)!
n— T =

Por lo que la solucién al problema de los matrimonios se puede escribir asi:

2n!i 1y 23’1 i [2”; ’}(n _ iyt 2m

=0

Para finalizar, debemos eliminar las rotaciones alrededor de la mesa de las distintas per-
mutaciones por lo qne debemos dividir por 27 obteniendo que:

El nimero de formas que hay de sentar n matrimonios alrededor de una mesa de manera tal que
hombres y mujeres estén aiternados y ninguna mujer esté sentada al lado de su esposo es:
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\ resolver

El nimero de soluciones para distintos valores de # crece ripidamente. En la tabla mos-
tramos los valores para los primetos #, en particular estd la respuesta al problema de 4
matrimonios: hay 12 maneras de sentarlos.

n|2|3]4] 5] &6 7
(-1 0|2 12 312 9600 416880

Nota a la solucién del Probléme des Ménages.

Lasolucién del Probléme desMénages que hemosvisto esla tradicional. En los Gltimos afios
Peter G. Doyle y Kenneth P. Bogart han publicado su solucién en el trabajo “Non-sexist
solution of the ménage problem” (ver Bibliografia) (Solucién del problema de ménages
asexuada). Su nombre se debe a que ellos no sientan en la mesa a los hombres o a las
mujeres primero como lo hemos hecho aqui. Doyle y Bogart resuelven un problema
simplificado de una manera directa con el Principio de Inclusién-Exclusién, y luego lo
extienden obteniendo en una forma muy directa la solucién del problema. Resulta que
la tradicién de sentar a uno de los dos sexos primero (cosa que parecia natural y que
simplificaba) hizo que tomara ranto tdempo solucionar el problema de ménages.

2.16. Si 10 cartas son puestas al azar en sobres con destinatario, ;cudntas maneras hay
de poner todas las cartas en un sobre equivocado?

2.17. Un afio es bisiesto si, o bien es miltiplo de 4, pero no de 100, o es miltiplo
de 400. Por ejemplo: 1600 y 1924 fueron afios bisiestos, peto 2200 no lo serd.
Calcular la cantidad de afios bisiestos entre 1000 y 3000 inclusive.

2.18. ;Cudntos nimeros enteros hay comprendidos entre 1 y 1.000.000 que son divisi-
bles por 2, por 3 o por ambos?

O 2.6. Apéndice: El principio del palomar

Este principio de la combinatoria, en contraste a los que hemos utilizado para contat,
no nos da informacién numérica, sino que trata sobre la existencia de alguna situacién
o esquema. Los problemas son tan sorprendentes y simples que hacen que este principio
sea tratado dentro de este marco de “contar sin enumerar”,

Problema de correos electrdnicos. Diecisiete personas se comunican unas con otras
por correo electrénico, cada una con todo el resto. En sus mensajes se discuten sélo tres
temas distintos. Cada par de comunicandos trata sélo uno de esos tres temas. Probar que
hay al menos tres personas que se escriben unos a otros sobre el mismo tema.
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Daremos la solucién del problema mds adelante. Ahota veamos los enunciados de dos
problemas mds simples y, a la vez, intimamente relacionados.

Problema de amistad. Probar que en una reunién cualquiera de seis personas, hay
tres personas que, o bien son amigos entte s, 0 son desconocidos entre si.

Problema de tridngulos coloreados. Seis puntos estdn ubicados en el espacio tal
que no hay tres de ellos alineados, ni cuatro en un plano. Se dibujan los g =15 seg-

mentos, se unen de a pares, y se pintan algunos rojos y los otros azules. Probar que existe
al menos un tridngulo con sus tres lados del mismo colot.

Los enunciados que siguen tienen la misma naturaleza matemitica:

“En todo grupo de dos 0 mds personas, hay dos que tienen el mismo nimero de amigos
en el grupo”

“Dado un conjunto A de 5 niimeros hay tres elementos de 4 cuya suma es divisible por tres."

Este tipo de problemas se refiere a la existencia de un cierto tipo de cantidad, esquema
o arreglo. El Principio de las Casillas o del Palomar, es fundamental para resolverlos.

Si tres palomas deben ser ubicadas en dos compartimientos, entonces es obvio que
uno de los compartimientos tendrd al menos dos palomas. Una afirmacién que
generaliza esta observacién es:

Principio del Palomar. Sean ky n dos enteros positivos cualesquiera. Si al menos kn+ 1
objetos son distribuidos en n cajas, entonces una de las cajas debe contener al menos
k+ 1 objetos. En particular, si al menos n+ 1 objetos deben ser colocados en n cajas, enton-

ces una de las cajas debe contener al menos dos objetos.

Para probar este principio, basta notar que si ninguna caja contiene k + 1 o més objetos
entonces todas las cajas contienen a lo sumo £ objetos. Esto implica que el ndmero total de
objetos distribuidos es a lo sumo % 7, lo cual es un absurdo.

Este principio parece trivial, sin embargo es una herramienta poderosa para probar la existen-
cia de ciertos elementos en Matemdtica. Veamos otro ejemplo:

En cualquier grupo de 7 personas debe haber al menos 4 del mismo sexo.

Supongamos las personas los objetos a encasillar, y las dos cajas disponibles V'y M (varén y
mujer). Si una persona es mujer se la ubica en M, y si es varén en V. Entonces, los 7= 3.2 + 1
objetos se ubican en 2 { = n) cajas. Por el principio de las casillas, sabemos que hay una caja que
contiene al menos 3 + 1 = &+ 1 objetos, es decir, hay al menos 4 personas del mismo sexo.
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Como vemos, al aplicar el principio de las casillas debemos identificar los ‘objetos’ tanto
como las ‘cajas’. Ademds, debemos saber los valores de £ y 7 (nlimero de cajas) y estar seguros
de que el nimero de objetos sea al menos &7+ 1.

Problema de falta de espacio. Mostrar que para cualquier grupo de 10 personas que
estdn dentro de una habitacién cuadrada de 3 m de lado hay dos personas que distan
entre sf a lo sumo V2 7.

Nos preguntamos, ;cudles son los objetos?, ;cudles son las cajas? Parece légico pensar a
las 10 personas como objetos. Notemos que necesitamos probar la existencia de dos de
cllas que estén a una distancia mdxima de V2 7.

Esto indica que £+ 1 =2, esdecir £= 1, y nos sugiere dividir a la habitacién 3 x 3 en digamos 7 re-
glones de manera que dentro de una regién la distancia entre las personas sea menor que V2 7.

Entonces dividamos la habitacién en 9 cuadrados unitarios de lado 1. Estas serin
las cajas. Sea A4 cualquier conjunto de 10 personas clegidas del cuadrado grande 3 x 3
(nuestros objetos a distribuir). Como cada persona de A estd contenida en al menos uno
de los 9 cuadrados o cajas, y como 10 > 9, por el Principio del Palomar hay una caja o
cuadrado unidad que conticne al menos dos objetos o personas de A. Ahora la distancia
miéxima entre dos personas que estdn en el mismo cuadrado serd la medida de la diago-
nal del mismo, es decir, V(1+1) 7 = V2 . Por lo que hemos probado la existencia de dos
personas cuya distancia es a lo sumo V2 m.

1) El principio de Jas casillas nos asegura la existencia de objetos, pero no identifica ni
cudles son estos objetos, ni la caja que los contiene.

2) Si en lugar de dividir el cuadrado en 9 cuadrados unitarios lo hubiéramos dividido

en 9 rectingulos horizontales de iado%y 1 y aplicamos el principio de las casillas,

la informacién que obtenemos es que dentro de algin rectingulo hay al menos dos
personas. Pero en este caso no podriamos concluir que esas personas distan menos que
2 m. Esto demuestra la importancia de elegir las cajas en forma apropiada,

Problema de paridad. Sea A= {a,, a,, ... a,} un conjunto de 5 enteros positivos. Probar
que para cualquier permutacién 4,.,4,4,4,4 de 4, el producto (a‘.l- al) (al.l— az) (a‘s- as)
€s siempre par.

Sia,=2,a,=5,a,=7,a,=3,a, =8en tanto que 4,=4a,,3,=a,,4,=0,,4,=0G,,4,=q,,a,=0d,
entonces el producto en cuestion es:

(3-2)(7-5)(B-7)(2-3)(5-8)=6
Para probar que el ptoducto es par basta con probar la existencia de un factor par. Adems, una dife-

rencia entre néimeros enteros s par si y s6lo si, ambos son pares 0 ambos son impares, es decir tienen
la misma paridad. Por lo que creamos dos cajas, una para los nimeros pares, y la otra para los im-
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pates. Como tenemos 5 objetos para distribuic en dos cajas, por el principio de las casillas, renemos
que existen al menos tres niimeros en Ja misma caja, es decir con la misma paridad. Entre estos tres
niimetos debe haber un par de ellos que sean algiin nimero de A4 y su imagen por la permutacion,
ya que de lo contrario A tendria por lo menos 6 elementos (los tres ntimeros en la caja mds sus tres
imdgenes por Ja permutacién). Entonces, la diferencia entre esos dos nimeros de igual paridad nos
da el factor par que estdbamos buscando. Asi el producto entre Jas cinco diferencias es par.

La propiedad anterior es vilida para cualquier ndmeto impar de enteros positivos y no es
vilida si el namero de enteros es par.

Problema de sumas. Sea X< {1, 2, 3, ..., 99} con | X| = 10 Mosttar gne es posible

seleccionar dos subconjuntos popios disjuntos de X, Yy Zwal que Dy =2 z.
vel zel

X =12,7,15,19, 23, 50, 56, 60, 66, 99} tomamos Y = {19, 50} y Z = {2, 7, 60}, entonces
se cumple que:

> Y =19+50
o =6
=2+7+60

=2z
zed

La conclusién a probar sngiere que los objetos a distribuir son los subconjuntos propios no
vacios de X, y que de alguna manera debemos crear nuestras cajas para sus posibles sumas.
Si el nimero de objetos es mayor que el nimero de cajas, entonces hay dos subconjuntos
no vacfos propios de X que tendrdn la misma suma. Esto es muy parecido a lo que quere-
mos probar. Entonces nos queda definir el niimero de objetos y el ndmero de cajas.

Como | X| = 10, sabemos que la cantidad tortal de subgrupos propios no vacios de X (ex-
cluyendo X'y el conjunto vacio) es 2'°— 2 = 1.022.

Por otro lado, para cada subconjunto no vacio propio 4 de X, tenemos:

1€ a<91+92+..+99 =855
aed
0 sea, que la suma de los niimeros de cada A estdn entre 1 y 855. Entonces, tenemos 1.022
subconjuntos propios de X no vacios que serdn los objetos y creamos 855 cajas para las
posibles sumas 1, 2, 3, ...,855 . Como 1.022 > 855, por el principio de las casillas, existen
dos subconjunros B, C de X no vacios y propios que tienen la mistna suma, es decir:

Zb :Zc
b=B e=C

Estos dos conjuntos no necesariamente son disjuntos. Como B & Cy C & B definimos
Y=B-(BNOyZ=C-(BNC) entonces Yy Z son disjunros y satisfacen |y =D zya

zeZ

. - . . yEY
que By C la satisfacen y, a ambos, le quitamos el mismo conjunto . Por lo tanto, tenemos
los dos conjuntos con las propiedades requeridas.
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B F
VS
c < E
D
Figura 2.14

Ahora que entendemos cémo funciona el principio de las casillas, estamos en
condiciones de empezar a resolver los problemas planteados al principio.

Comencemos con el problema de la coloracién de tridngulos: seis puntos estdn
ubicados en el espacio tal que no hay tres de ellos alineados, ni cuatro en un

plano. Se dibujan los | | = 15 segmentos que los unen de a pares, y se pintan

6
2
algunos segmentos rojos y los otros azules. Probar que existe algiin tridngulo
con sus tres lados del mismo color.

Tenemos los seis puntos 4, B, C, D, E, F (Figura 2.14) unidos por segmentos.

80

De cada punto parten cinco segmentos. Elijamos un punto, digamos A. Los cinco seg-
mentos que llegan a A (AB, AC, AD, AE, AF) son coloreados con rojo o azul. Por el prin-
cipio de las casillas, considerando a los segmentos como objetos y los dos colores como
cajas, uno de los colores (digamos el azul) se usa para colorear al menos tres de los cinco
segmentos. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los segmentos azules son AB,
ACy AD . Miremos el tridngulo formado por los tres vértices opuestos a A via esos tres
segmentos, es decit, BC, BDy CD . Si cualquiera de ellos, digamos BC, estd coloreado
azul entonces tenemos el tridngulo ABC azul. Si ninguno de ellos es azul, entonces los
tres segmentos deben ser rojos obteniendo asf un tridngulo rojo, el BCD . Por lo que
hemos probado que siempre existe un tridngulo de un tnico colot.

De la misma forma se resuelve el problema de amistad. Probar que en una reunién cualquiera
de seis personas hay tres personas que, o bien son amigos entre sf, o son desconocidos entre si.

Si representamos las seis personas por seis vértices 4, B, C, D, E, E y coloreamos azul al
segmento que une a dos personas desconocidas, y rojo a los segmentos que unen perso-
nas amigas, por el problema anterior, existe un tridngulo de algiin color, es decir un trio,
tal que son mutuamente amigos, 0 mutuamente desconocidos.

Finalmente, resolveremos el primer problema propuesto sobre correos electrénicos que
dice: 17 personas se comunican unas con otras por correo electrénico, cada una con
todo el resto. En sus mensajes sélo tres temas distintos se discuten. Cada par de comu-
nicandos trata sélo uno de esos ttes temas. Probar que hay al menos tres personas que se
escriben unos a otros sobre el mismo tema.

Representemos a las 17 personas por 17 vértices A, B, C, ... y los unimos con segmentos.
Coloreamos los segmentos con tres colores distintos, azul, rojo y amarillo de acuerdo al
tema que las personas unidas por el segmento estdn tratando. Consideremos el vértice
A. Entonces los 16 segmentos que parten de A4, estdn coloreados por alguno de los tres
colores. Como 16 = 5.3 + 1, por el principio de las casillas, un color digamos azul, se usa
para colorear al menos 5 + 1 = 6 segmentos. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que los azules son AB, AC, AD, AE, AF, AG . Ahora consideremos la configuracién que
consiste de los 6 vértices B, C, D, E, E G junto con los 15 segmentos que unen los seis
puntos. Sialguno de esos lados, digamos el BC, estd coloreado azul entonces tenemos un
tridngulo azul, el ABC. Si ninguno de ellos es azul, entonces los 15 lados estdn colorea-
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dos rojos o amarillos. Pero entonces, el caso queda reducido al problema de los 15 lados
coloreados por 2 colores por lo que habrd un rridngulo rojo o uno amarille. En cualquier
caso, existe un tridngulo con sus tres lados del mismo color lo que significa que hay al
menos [res personas que en sus comunicaciones estdn tratando el mismo rema.

2.19. En todo grupo de 13 personas debe haber al menos dos cuyos cumpleanos sean el
mismo mes.

2.20. En cualquier grupo de 3.000 personas hay al menos 9 que comparten la fecha de
cumpleanos.

2.21. Mostrar que en cualquier conjunto de 5 nimeros hay 3 de ellos cuya suma es
divisible por 3.

2.22. Entre 15 nifios juntaron 100 manzanas. Probar que hay al menos dos de ellos que
recogieron igual nimero de manzanas.

Contar sin enumerar
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Una aventura por el infinito

Por Juan Pablo Rossetti

. ;Qué es el infinito?

. Hotel Hilbert

. La paradoja de Aquiles y la tortuga.

. Sumas infinitas

. La serie geométrica y la serie armoénica

. jLos nimeros racionales son numerables! ... ;y los reales?
. jLos nimeros reales no son numerables!

. El método de la diagonal de Cantor

. jHay infinitos tipos de infinito!

O 0 N O\ N bW~

0 3.1. ;Qué es el infinito?

- Bueno Clara, esto no es fécil de contestar porque no
es fécil saberlo. Los seres humanos llevan siglos pensén-
dolo. Muchas personas brillantes dedicaron a este tema
buena parte de su vida, y atin asi, todavia queda mucho
por conocer.

- sPero entonces, nunca vamos a entenderlo?

- No lo sé -contest6 el Maestro, algo ruborizado porque
no podia satisfacer la curiosidad de la nifia, que siempre le
hacfa muchas preguntas, y generalmente se quedaba muy
contenta con sus respuestas-. Pero quizds te pueda contar
algunas cosas que van a gustarte.

- iQué suerte! Pensé que me estaba diciendo que no valia
la pena pensar en el infinito, que no podriamos com-
prenderlo.

- En verdad, quizd no podamos entenderlo bien. Pero
sacaso alguien en este mundo comprende algo totalmen-
te? A veces creemos que comprendemos algo porque ya
oimos hablar sobre ese tema, o podemos decir algo sobre
él 0, alo sumo, nos acostumbramos a eso. Y asi, nos que-
damos tranquilos, creyendo que lo entendemos, aunque
en realidad no sea tan asi. De cualquier modo, creo que
serfa muy bueno que escucharas lo que te quiero contar
sobre el infinito. Te aseguro que podriamos aprender co-
sas muy interesantes.
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Clara se quedé mirando al Maestro con curiosidad sobre esta nueva leccién y con gran-
des expectativas. Ya habia tenido muchas lecciones durante éste, su primer afio en el
colegio secundario, y le habian gustado.

El Maestro comenzd:

- Pensd en algunos conjuntos que ya conocemos, como por ejemplo, en N, el conjunto
de los niimeros naturales; en Z, el de los niimeros enteros; Q, los niimeros fraccionarios,
también llamados racionales; o R, los nimeros reales. Acordate que podemos escribir
estos conjuntos asi:

N-={1,2,3,4,5,6..}
Z=1{.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

Q={%:m,nez,n¢0}

No es fécil describir al conjunto R, pero sabemos que consta de los nimeros racionales y
los irracionales. Estos tltimos son los que tienen una expresién decimal que no termina
nunca, ni es periddica. Pero no nos preocupemos por eso ahora.

:Estos conjuntos tienen algo en comin? ;Qué opinds?

- No estoy segura. ;Serd que son todos conjuntos de niimeros? -preguntd la nifia, trans-
formando su inseguro tono de voz al comienzo en una alegre sonrisa, al ir descubriendo
que estaba en lo cierto.

- Si, asi es, Clara. Ahora, decime algo acerca de la cantidad de elementos de estos conjuntos.
- Perdén. ;Qué quiere decir con eso, Maestro?

- Es sencillo. Por ejemplo, el conjunto {1, 2, 3} tiene tres elementos, el 1, el 2 y el 3,
nada miés. El conjunto {-1, 0, 1} también tiene tres elementos. El conjunto formado por
los meses de un afio tiene 12 elementos. Esto es simple. Ahora pensemos en el conjunto
de los niimeros naturales, que denotamos con N, o lo que es lo mismo, el conjunto {1,
2, 3, 4, 5,...}. Fijate que los puntos suspensivos indican que los niimeros siguen, y lo
hacen indefinidamente. Ahora te hago una pregunta: ;Cudntos elementos tiene N? O lo
mismo, ;cudntos numeros naturales hay?

- Me acuerdo que una vez aprendimos que no hay un niimero que sea mayor que todos
los demds.

- Asi es, Clara. Si proponés un niimero natural A/ muy grande como el mayor de todos,
por mds grande que sea M, ocurre que el siguiente, o sea M+1, es otro niimero natural
que, obviamente, es mayor que M. Por consiguiente, no existe un niimero natural mayor
que todos los demds.

- iFue exactamente asi como me mostré que los niimeros no se terminaban nunca!

- Bien. Y si no se terminan, entonces ;cudntos hay?

;Infinitos?

- {Por supuesto! Hay infinitos niimeros naturales. También podemos expresar esto mis-
mo diciendo que “(el conjunto) N es infinito”.
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- Esta dltima forma me resulta un poco mds dificil, Maestro, pero no importa.

- No es dificil, Clara, te acostumbrards. Solamente estamos diciendo que si un conjunto
tiene infinitos elementos, entonces lo llamaremos conjunto infinito, y ademds, antes he-
mos asumido que si un conjunto tiene mayor cantidad de elementos que M, para todo
numero natural M, entonces tiene infinitos elementos.

- Creo que lo estoy entendiendo.

- Bien. Sigamos que ahora comienza lo mds interesante:
:Cdémo son los conjuntos que mencionamos recién, N, Z, Q y R? Me refiero a la canti-
dad de elementos que tienen.

- Bueno...(Clara pensaba, muy concentrada)... Z es mds grande que N. Q también.... y
R mis grande atn. Aunque no conozco tan bien el conjunto R como los otros.

- Estd bien Clara. Pero quiero que me digas cudntos elementos tienen. ;Son conjuntos
finitos o infinitos?

- ;Son conjuntos infinitos! -contesté Clara contenta.

- Correcto. Ahora me gustaria ver si podemos contar mejor cudntos elementos hay en
cada uno de estos conjuntos. Me refiero a algo mds profundo e importante que simple-
mente decir si es infinito o no. ;Podrias ayudarme?

Ella se qued6 pensando un rato antes de contestar. Estaba un poco sorprendida por esto
de “contar la cantidad de elementos” de un conjunto infinito. Ya el infinito le parecia algo
raro, y ahora esto era mds raro atn. Luego dijo:

- Maestro, si estos conjuntos son infinitos, entonces no hay nada mds para contar en ellos...
js0 i 2!

El rostro de la nifia cambié stibitamente al pronunciar estas palabras. Siempre habia pen-
sado que al tratarse de algo infinito no habia mds nada que contar, es decir, la respuesta
infinito le parecfa mds que suficiente. Pero confiaba en la sabidurifa del Maestro, y entonces,
al ver que ¢l indagaba mds profundamente sobre esto, por primera vez en su vida pensé que
quizd podrian existir “distintos infinitos”. ;Seria posible? Aunque no lo comprendia bien
esto la estremecid. Por unos instantes sinti6 un tironeo interno entre su curiosidad y entu-
siasmo, que la invitaban a continuar, y sus intenciones de no complicarse que le decian que
se olvidara del infinito. En medio de estos pensamientos, oyé que el Maestro continuaba:

- Clara, ésta es, justamente, una de las cuestiones interesantes que quiero que pensemos
juntos. Tendremos que dilucidar, por ejemplo, si por ser dos conjuntos infinitos tienen
la misma cantidad de elementos o no. ;Me acompands en esta aventura por el infinito?

Clara pensé un momento mds. ;Se podria realmente responder bien estas preguntas?
¢Seria ella capaz de hacerlo? Su entusiasmo e inquietud vencieron cualquier duda o pe-
reza mental, y respondid:

- 8i, Maestro. {Me gustaria explorar el infinito! He escuchado hablar otras veces sobre el
infinito y pienso que el tema le interesa a mucha gente, ;verdad? Pero nunca he sabido ni
siquiera por dénde empezar a pensar si escucho infinito. Siento que alli se acaba todo.
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- Asi suele suceder, Clara. Parece mentira, pero justamente al hablar de infinito, se nos
suele terminar todo porque no sabemos cémo continuar, no imaginamos qué mds se
puede analizar. ;Me alegro mucho que hayas decidido acompanarme! En este mismo
momento podemos plantearnos una pregunta concreta muy interesante: ;Es la cantidad
de elementos de Z mayor que la de N? No creas que es una pregunta ficil, al contrario.
Es algo que tendremos que pensar bastante para poder responder, incluso debemos po-
nernos de acuerdo en algunas cosas bdsicas desde dénde partir.

- Mmhbhbh... -Clara ya se habia puesto a pensar. Vacilaba, hasta que dijo- No sé, me con-
fundo un poco. Primero pienso que N es mds pequenio que Z. Pero después pienso que
los dos son infinitos, y entonces deben tener la misma cantidad de elementos.

- Aji -dijo el Maestro, sin decirle si estaba en lo cierto o no-. Dijiste cosas interesantes, aunque
debemos elaborarlas mejor. Precisamente a este punto queria llegar. Aunque pueda parecer
contradictorio, si lo analizamos desde un punto de vista es verdad que Z tiene todos los ele-
mentos de N y otros mds, es decir, Z contiene propiamente a N. Sin embargo, si lo miramos
desde otro punto de vista, también va a ser verdadero que ambos conjuntos tienen la misma
cantidad de elementos; aunque no por ser ambos infinitos, sino por una razén més sutil que
veremos enseguida. Para entenderlo bien, conviene que avancemos con cierto cuidado.

En simbolos: sabemos que N < Z, que significa que N esta contenido y es distinto a Z, y veremos que
card N=card Z, que significa que los cardinales o cantidad de elementos de los dos conjuntos es la misma.

- Realmente me intriga saber bien cémo es -dijo Clara-. Y hay una cosa que no entiendo.
Usted me dijo una vez que ¢/ rodo es mayor que la parte, o algo parecido. ;Con Zy N
como serfa? ;No hay una contradiccién?

- Como sabemos, Z son todos los enteros, en este caso es e/ todo, y N es la parte, pues
existe una correspondencia entre N y Z*. Pero fijate, Clara, que no decimos que Z y N
sean iguales, sino sélo que veremos que la cantidad de elementos que tienen uno y otro
es la misma, que es una afirmacién distinta que decir que Z y N son iguales.

- Entonces, ;me estd diciendo que veremos que hay conjuntos con la misma cantidad de
elementos, pero que uno es una parte del otro?

- ;Si, Clara! {Es asombroso! Sucede que estamos acostumbrados a contar conjuntos fi7i-
tos, y eso nunca podria suceder entre ellos, estd totalmente vedada esta posibilidad. Pero
traténdose de un conjunto #nfinito, en efecto, el todo puede tener la misma cantidad de
elementos que una parte del mismo. Es mds, esta propiedad podria ser la mismisima
definicién de lo que significa que un conjunto sea infinito .

El Maestro prosiguid:

- Si un conjunto finito A contiene a otro conjunto finito B, y ademds A es distinto de
B, entonces sabemos que la cantidad de elementos de A es mayor que la de B. ;Esto es
sencillo, verdad? El caso finito no nos da ningtin problema. Pero nosotros pensaremos
ahora en el caso mds interesante: jel infinito!

"Esta es la definicién de conjunto infinito propuesta por el matematico aleman J. W. Richard Dedekind, en el siglo XIX, y es equivalente
(aceptando ciertos axiomas) a la definicion usual de conjunto infinito que asumimos mas arriba.
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- Estoy sorprendida, Maestro. Creo que estoy comenzando a entender algo, pero a su vez
me parece que algunas cosas me quedan en el aire.

- Estd bien, Clara. En realidad todavia no hemos demostrado nada, sélo mencionamos lo
que sucederd: ;N y Z tienen la misma cantidad de elementos! Voy a explicirtelo mejor,
y vos misma serds capaz de hacer razonamientos con las herramientas que aprendere-
mos. Primero, nos viene bien revisar algunas cosas del caso ficil, cuando todo es finito.
Veamos. El cardinal de un conjunto es la cantidad de elementos que tiene el conjunto.
Por ejemplo, en tu curso son 28 compafieros en total, entonces podriamos decir que el
conjunto formado por los alumnos de 1. afio B de este colegio tiene 28 elementos; o
equivalentemente, que el cardinal de este conjunto es 28.

- Entiendo. Pero disculpe, Maestro, ;no he pasado a ser un simple elemento de un con-
junto, no?

- (risas)... jNo! Bueno, si y no. Sigues siendo Clara, sélo que ademds, puedes formar par-
te de este conjunto que te estoy proponiendo. Es un conjunto muy sencillo. ;Y cudntos
alumnos hay en 1. ano A?

- Hay 30. Ellos son dos mds, pero en la mayoria de las competencias entre los dos cursos
hemos ganado nosotros.

- Te felicito, pero olvidd eso. Sélo digamos que, como 30 es mayor que 28, el conjunto
de alumnos de 1.° A es mayor que el de 1.° B. En otras palabras, si A y B denotan estos
dos conjuntos, entonces el cardinal de A es mayor que el cardinal de B. En simbolos
escribimos card(A) > card(B).

- Esto ha sido muy ficil.

- Seguro. Ahora decime, por favor, cudntos alumnos son en 2.° afio, que hay una sola
divisién.

- Son 30 también.

- {Qué bien! Esto nos servird. Si llamamos C al conjunto de alumnos de 2.° afio, entonces
el cardinal es 30, es decir card(C) = 30. Como ya sabiamos que card(A) = 30, entonces
podemos decir que

card(C) = card(A)

- Esto también ha sido muy f4cil.

- Si, claro. Veamos ahora si me seguis en esto. En tu dltimo cumpleanos, invitaste a todos
los nifios de 1.° Ay de 1.° B, ;verdad? Y también a tus primos, a tus vecinos, y a algunos
nifios y nifias mds. En uno de los juegos -l que yo te propuse que hicieras- todos tuvie-
ron que quitarse los zapatos. Ahora bien, no se sabia exactamente cudntos nifios eran,
¢sverdad? De modo que no sabemos cudntos zapatos habia. Tampoco cudntos zapatos
izquierdos y cudntos derechos habia. Sin embargo, es claro que la cantidad de zapatos
izquierdos era igual a la cantidad de zapatos derechos. ;Estds de acuerdo?
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- Si. Todos habfan traido sus dos zapatos y se los quitaron.

- Bien. Si denotamos con ZI y con ZD los conjuntos de zapatos izquierdos y derechos
respectivamente, entonces, lo que hemos dicho es que:

card(Zl) = card(ZD).

- Esto también ha sido sencillo, Maestro.

- Pronto entenderds a donde quiero llegar. Aunque no parezca, lo de los zapatos es algo
muy importante. Disculpame que te lo remarque, pero posiblemente todavia no vislum-
bres su valor: jpodemos afirmar que estos dos conjuntos tienen el mismo cardinal ain
sin saber cudntos elementos tienen estos conjuntos!

- Si Maestro, estoy de acuerdo, sélo que me parece que de algin modo ya sabia esto.

- Bueno, tanto mejor. Entonces estds bien preparada para lo que sigue. Concentrate
por favor, que no es tan sencillo. Pensemos en los niimeros naturales y en los niime-
ros naturales pares. Ahora veamos la correspondencia que asigna a cada nimero natu-
ral 7 el doble del mismo, es decir, al nimero 7 le asigna el nimero 27. Esto se puede
expresar como 7 +— 27 donde 7 varfa entre los elementos de N. Es decir, a la izquier-
da, van apareciendo todos los nimeros naturales, y a la derecha sélo los de la forma 27,
o sea, los nimeros naturales pares (que denotaremos, como conjunto,

el 2 x 1 =2; el que le corresponde al 2, no es el 2, sino el 2 x 2 = 4;
al 5 le corresponde el 2 x 5 = 10, etc. Pensemos que ésta es una corres-
pondencia entre los conjuntos N y NP. A este tipo de correspondencia, la
llamaremos correspondencia biunivoca entre N y NP porque a cada elemento
de N le corresponde uno, y solo uno, de NP, y viceversa. Si tomamos un —=
nimero par cualquiera, por ejemplo el 42, entonces sabemos que hay un %@
Ginico nimero natural que le corresponde, que es el 21, porque 42 = 2 x 21.
Conviene que denotemos esto por:

con NP por naturales pares). El ndmero par que le corresponde al 1 es %
§

";

Correspondencia biunivoca natural

N N~ @

y que recordemos su nombre. ;Cémo era, Clara?

- Usted dijo “correspondencia biunivoca”. Ahora creo recordar que una @@

vez vimos esto, con un dibujo asi:

Tenfamos que unir con lineas las cosas que se correspondian. Unimos el

Correspondencia biunivoca

perro con su cucha, la bicicleta con el casco y la paleta con la pelota. ;Esto ™
es una correspondencia biunivoca? -pregunté Clara, con cierto orgullo. 0

. . . &
- Si, eso es. Ahora debés tener en cuenta que si nos piden unir con lineas e ‘
los objetos que se corresponden tendemos a recurrir al sentido comdn, N

a la légica. Sin embargo, uno bien podria unir el perro con la pelota, %@

la bicicleta con la cucha, y la paleta con el casco, y eso seria o#7a corres-

©

pondencia biunivoca, distinta de la anterior. ;Lo entendés? En cambio, si Correspondencia no biunivoca

dibujdramos tres lineas, una que sale de la paleta y llega a la pelota, otra
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desde el perro a la pelota y otra desde la bicicleta a la cucha, entonces, no serfa una co-
rrespondencia biunivoca.

Problema 3.1. Ayudar a Clara a responder las siguientes preguntas (las respuestas y
soluciones se encuentran en el Capitulo 6).

Enumerar todas las correspondencias biunivocas que hay entre el conjunto {1, 2, 3} yel {4, B, C}.

¢Cudntas correspondencias biunivocas hay entre los conjuntos {1, 2, 3, 4} y {4, B, C, D}?

El Maestro prosiguié:

- Cuando hay una correspondencia biunivoca entre dos conjuntos, podemos identificar
los elementos de un conjunto con los del otro, justamente a través de dicha correspon-
dencia. En ese caso, ;qué sucede con la cantidad de elementos de ambos conjuntos?

- Creo que son iguales -respondi6 Clara.

- Por supuesto. Exactamente esto es lo que sucedia en el ejemplo de los zapatos izquier-
dos y derechos. Habia una correspondencia biunivoca entre esos conjuntos que llamd-
bamos ZI 'y ZD, por lo tanto, sus cardinales eran iguales.

Veamos mds ejemplos, Clara. Te voy a decir una correspondencia de la vida real, a ver si
podés responder si es biunivoca o no: cada persona tiene un nombre, un primer nombre
de pila. Podemos pensar esto como una asignacién:

persona — nombre de pila de la persona

- ;Tengo que contestar si es una correspondencia biunivoca?
- Asi es. ;Qué te parece?
- ;Puede haber personas con el mismo primer nombre?
¢
- Seguro. Este es un ejemplo de la vida real.
g ]

- Entonces, esta asignacion no es biunivoca porque hay personas distintas que tienen el
mismo nombre.

- iMuy bien! Lo estds entendiendo. Hagamos un ejemplo mds. Pensemos que a cada pais
le asignamos su ciudad con mayor cantidad de habitantes, es decir:

pais — ciudad mds populosa del pais

¢Esta asignacién es una correspondencia biunivoca?
- Creo que si, pero no estoy tan segura.

- Bien, Clara. Analicemos esto porque al no decir claramente cudles son los conjuntos
de salida y de llegada de la asignacién pueden crearse confusiones. Si pensamos que va
desde el conjunto de los paises al conjunto de todas las ciudades del mundo, entonces
no es biunivoca porque quedarian ciudades sin nombrar. Ahora, si consideramos que la
asignacién va del conjunto de paises al conjunto de las ciudades mds populosas de cada
pais, entonces si es una correspondencia biunivoca. Por consiguiente, para decidir si una
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asignacién o correspondencia es biunivoca o no, es fundamental decir cudl es el conjun-
to de llegada de la asignacién.

- Estd bien. Ya no es tan sencillo, pero lo he seguido.

- ;Serfas capaz de decir qué ciudad se le asigna a Brasil?

- Si, creo que es San Pablo -dijo Clara bastante segura, porque conocia algo sobre Brasil.
- ;Y a Colombia?

- No estoy segura, pero arriesgaria Bogotd porque es la capital.

- Correcto. Ahora, asumamos que en el afio 2010 hay 198 paises. Si quisieras memorizar
esta asignacién para los 198 paises, yo te diria el pais y ti deberfas responder con su
ciudad mds populosa. ;Cudntas ciudades deberias saber?

- Creo que 198.

- {Por supuesto! Esto es asi porque la correspondencia es biunivoca. Claro que para respon-
der bien no alcanza con saber los nombres de las ciudades, pero al menos hay que saberlos.

-Y el Maestro prosiguié-

Ahora que tenés claro este ejemplo y los anteriores, estds lista para lo siguiente: ;No te pa-
rece que cuando hay una correspondencia biunivoca entre dos conjuntos, es natural pensar
que esos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos?

- 81, yo creo que si.

- Me alegro. Porque esto nos servird jpara el caso infinito! Si revisamos todo lo que
hemos dicho verds que no necesitamos que los conjuntos sean finitos para hablar de
correspondencia biunivoca. Y que es natural pensar que cuando se puede establecer una
correspondencia biunivoca entre dos conjuntos, estos tienen la misma cantidad de ele-
mentos. Tomaremos esto como punto de partida, como definicién de lo que significard
para nosotros que dos conjuntos infinitos tengan la misma cantidad de elementos. A
partir de ahora, Clara, al oir “infinito” no te quedards

paralizada, sino que vas a poder pensar en las corres-
pondencias biunivocas.

Ahora, Clara comprendia mejor porqué el Maestro ha-
bia usado los paises y sus ciudades mds habitadas, y los
zapatos izquierdos y derechos. Estaba preparando el te-
rreno para el caso infinito, aunque éste fuera totalmen-

Definicion: Dos conjuntos (infinitos) tienen la misma can-
tidad de elementos si se puede establecer una correspon-
dencia biunivoca entre ellos. En simbolos, card A = card B
si existe una correspondencia biunivoca A < B. En este
caso, se dice que los conjuntos Ay B son coordinables.

te distinto. Ahora podia imaginarse mejor las cosas. Estaba sumida en esos pensamientos
cuando el Maestro continud.

- Para hacer mds cortos nuestros enunciados, te propongo que en lugar de decir que
entre un conjunto y otro hay una correspondencia biunivoca, digamos que esos dos
conjuntos son coordinables. ;Qué te parece?

- No hay problema. S6lo me tengo que acordar de esta palabra, coordinable, que es-

nueva para mi.
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- Asf es. La repetiremos varias veces, te la vas a acordarte bien. También, tenés que
recordar que llamdbamos cardinal a la cantidad de elementos de un conjunto. O sea
que ahora, si dos conjuntos son coordinables, estamos diciendo que tienen el mismo
cardinal. No importa que no sepamos bien cudl es su cardinal, como en el caso de los
conjuntos infinitos, pero igual podemos decir que tienen el mismo cardinal si hay una
correspondencia biunivoca entre ellos. Ahora volvamos al comienzo. ;Te acordés de la
pregunta sobre la cantidad de elementos de N y de Z2

- Creo que si. Era, si tenfan la misma cantidad de elementos, o si el cardinal de N era
menor que el de Z.

- Correcto. Ahora también podemos enunciarla preguntando ;son N y Z coordinables?

Me gusta enunciar las cosas de una manera sencilla. Si ya nos hemos puesto de acuerdo
g y p

en lo que significa "ser coordinable a", entonces el enunciado se simplifica.

- Ahora, me gustaria saber la respuesta, Maestro, entenderla.

-sSon N y Z coordinables? ;O no lo son? Si no lo fueran, entonces el cardinal de Z
deberia ser mayor que el de N. En simbolos: card Z > card N. ;Te parece que lo podrds
resolver, Clara?

- Tal vez si. Ahora tengo mds elementos para pensarlo. Espero poder hacer algo.

- Si. Confio que vas a poder porque te gusta pensar, y eso es todo lo que se necesita: in-
terés, curiosidad, un poco de concentracién. Clara, cada vez que te veo pensando siento
que la llama de la curiosidad intelectual estd viva en los nifios y jévenes del siglo XXI.

- Maestro, estoy recordando lo que me explic6 sobre los niimeros naturales y los nime-
ros naturales pares. Son coordinables, ;verdad?

_sFst4 >
sEstds segura:

- Creo que si. Usted mismo me mostré la correspondencia 7+ 2. Es biunivoca, por lo
tanto jlos nimeros naturales y los niimeros naturales pares son coordinables!

- Asi es. Por un lado, esto ha sido sencillo porque la correspondencia 7+— 27 lo es. Sin
embargo, como ya dijimos, la conclusién de que una parte propia de N sea coordinable a
N podria resultar inquietante. Alguien podria confundirse y creer que esto significa que
el todo es igual a la parte. No queremos tener problemas con los filésofos. En verdad, no
podemos tenerlos porque lo que hacemos es matemdtica. En este sentido no hay ningtin
problema. Repitamos: no decimos que N es igual a NP sino que son coordinables, que
no es lo mismo. En matemdtica debemos ser cuidadosos. Los detalles cuentan. A veces
hay diferencias sutiles.

- Me parece sutil, pero creo que lo entendi. Si, ahora lo veo bien: N y NP no son iguales,
obvio, pero si son coordinables.

- Absolutamente. Ahora, esto sélo puede ocurrir entre conjuntos infinitos y no entre
conjuntos finitos. ;Podrias decir, Clara, qué es un conjunto finito?

- Bueno, ya lo vimos, pero igual me parece dificil. Para mi, es cuando cuento sus elemen-
tos y en alglin momento termino de contarlos.
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- Bien. En otras palabras, estds diciendo que se puede establecer una correspondencia
biunivoca entre el conjunto dado y alguno de los conjuntos {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4},

etc. ;Y cudndo un conjunto es infinito?
- Cuando no paro de contar sus elementos.

- Estd bien. También podemos decir que es infinito cuan-
do no es finito, o sea, cuando no es coordinable a ninguno
de los conjuntos {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}, etc. Lo
que estamos haciendo es dar una definicién formal de lo
que significa conjunto infinito.

Definicion. Un conjunto es finito cuando es el conjun-
to vacio o es coordinable con alguno de los siguientes
conjuntos: {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}, ... en general,
el{1,2,3,4,..,n}, donde n es algiin nimero natural. Un
conjunto es infinito cuando no es finito.

Pero dejemos ahora la definicién, y volvamos a la pregunta
interesante. Estabas por responder sobre N versus Z.

Clara se concentré durante unos minutos. El Maestro
también pensaba, aunque no sabemos si en este problema o en otras cosas. Hasta que Clara
respondié:

- Estoy lista. Ahora que comprendi el caso N versus NP, me da toda la impresién que
esto es igual. Todavia no puedo escribir la correspondencia completa, pero estoy segura
que N y Z son coordinables.

- Bien. Has dado un buen paso, Clara. Pudiste comenzar a escribir una correspondencia,
¢verdad? Me gustaria ver si te puedo ayudar. Una forma de estar completamente seguros
de que son coordinables es poder escribir la correspondencia biunivoca.

- Eh, bueno, esto es lo que escribi:

12345 6789 1011..
1-12-23-34-45-56..

Y me gustaba como iba, salvo que al 0 del conjunto Z de los enteros no sé como ponerlo para
que se corresponda con uno de los nimeros naturales de arriba.

- Clara, afortunadamente puedo ayudarte en esto. Hay muchas formas de incorporar el cero.
Un viejo y sencillo truco consiste en correr todo un lugar para la derecha en la segunda fila, y
entonces queda el primer lugar libre y podés poner el cero alli. Si lo escribimos a tu manera,
nos queda de la siguiente forma:

N12 3456789 1011..

Z 01 -12-23-34-45-5..

Fijate que s6lo agregamos el 0 al comienzo de tu lista de niimeros enteros, y los deméds se
corrieron un lugar.

- iEse truco fue muy bueno! -dijo Clara entusiasmada, al ver que el Maestro habia podido com-
pletar la correspondencia que ella habia iniciado-. De modo que ;N y Z son coordinables!

- Asi es. Me alegro que hayamos respondido la pregunta inicial. Apuesto a que nunca oiste
hablar del Hotel Hilbert.
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- No Maestro. ;Tiene algo que ver con esto?

- §i, en particular con el truco que hicimos. Es un Hotel peculiar, muy interesante. Pero la
semana que viene hablaremos sobre él. Hoy ya hemos tenido suficiente, ;no crees?

- Si. Todavia me queda tiempo para la merienda y mds tarde tengo mis practicas de véley.
Aunque me quedo con la intriga de saber el porqué un hotel puede ser tan especial para la
matemdtica. Gracias Maestro. jHasta la préxima clase!

- Adids, Clara. Hasta la semana que viene. Que disfrutes de tu partido de vdley.

El Maestro se quedé pensando: “Esta nifia me da mucha alegria. A veces me preocupa un
poco ver que a los alumnos les cuesta sentarse a pensar con profundidad. Pero Clara lo hace.
Le encantd pensar sobre el infinito. Quiere entender. jLe gusta aprender y superarse! ;No es
acaso el pensamiento abstracto y profundo algo que nos distingue de los demds seres vivientes
de La Tierra? ;No es acaso, el pensamiento matemadtico, algo maravillosamente profundo?

Problema 3.2. Ayudar a Clara a:

- Hallar una correspondencia biunivoca entre los niimeros naturales y los niimeros na-
turales impares. Denotaremos al conjunto que forman estos tltimos con NI, es decir,
NI={1,3,5,7,9, 11, ..}. De modo que en este problema se demostrard que los con-
juntos N y NI son coordinables.

- Hallar una correspondencia biunivoca entre los nimeros naturales pares, NP, y los
cuadrados perfectos, es decir aquellos nimeros de la forma 7* = 7 . n, donde 7 es un
numero natural. Si denotamos este conjunto por CP, entonces:

CP={1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, ...}.

0 3.2. Hotel Hilbert

- Maestro. ;Me contaria sobre el hotel que mencioné
la clase pasada?

- Por supuesto. Es un hotel muy sencillo, en algtin sen-
tido - aunque el Maestro sonrefa mientras decia esto,
como si escondiera una sorpresa detrds de sus palabras-.
No tiene cosas especiales como pileta, cancha de tenis,
gimnasio y todo eso que se estila en los grandes hoteles.
Pero tiene una caracteristica particular, sélo una: los nd-
meros de sus habitaciones son 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,...

- ;Quiere decir usted que sélo tiene una planta? ;Que
no tiene varios pisos? Una vez que estuve en un hotel
asi me tocd la habitacién 22. Me gustaba porque jera
un ndmero capicua!
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- Clara, si te fijés bien en lo que dije, notards que los niimeros de las habitaciones son 1, 2,
3,4, 5,...., y contindan, indefinidamente, es decir, ;TODOS los nimeros naturales! Si, es
un hotel con juna cantidad infinita de habitaciones! Tantas, como niimeros naturales hay.

- Uaaauuuu. No me lo esperaba. Pero... jes posible?
- {Si... en nuestra imaginacién!
- Claro. Voy a empezar a imagindrmelo.

Clara continué:
- Pienso en un hotel que tiene sus habitaciones en una linea muy larga, como un tren,
pero que no termina...

- Estd bien, podés imaginarlo asi, quizd te ayude para lo que viene.

- Estoy preparada para escucharlo, Maestro, me interesa.

- Muy bien, Clara. Lo que me gusta del Hotel Hilbert es que siempre encuentro lugar alli.
- Ah, claro, siempre hay habitaciones vacias, al ser infinitas -pensé Clara en voz alta.

- No exactamente. Un dia llegué al hotel y estaba lleno. Todas las habitaciones estaban
ocupadas. Yo no tenfa otro lugar a donde ir y ya era de noche. Ademds, llovia. Pero el
conserje fue muy amable conmigo. Levantd el teléfono y enseguida me dijo que yo
disponia de la habitacién nimero 1. Me quedé boquiabierto, era la primera vez que me
sucedia una cosa asi. ;Te podés imaginar cémo me consiguié ese lugar?

- No. ;Alguien dejé el hotel justo en ese momento?

- No, Clara. Nadie dejé el hotel, ni tampoco puso a dos pasajeros que estaban separados
en una misma habitacién. {Pero consiguié un lugar! Digamos que se trata de un “truco
matemdtico”. Pensalo un rato, a ver qué se te ocurre.

El Maestro la inst6 a que intentara hallar una solucién antes de escuchar la respuesta. Clara se
concentré mucho pensando en el problema. Y los dos estuvieron un rato en silencio. Ella pen-
saba en el problema y el Maestro en la existencia del infinito. Mds tarde el Maestro explicé:

- Lo que hizo el conserje fue pedirle a los pasajeros que se mudaran a la habitacion
siguiente de la que estaban; es decir, quien estaba en la habitacién niimero 1 debia cam-
biarse a la nimero 2; quien ocupaba la 2 a la 3; el de la 3 a la 4; y asi sucesivamente.
Como en este mundo imaginario todos eran muy amables accedieron gentilmente a
mudarse, y asi, enseguida se liberé la habitacién nimero 1, que el conserje me ofrecid.
Como ves, jnadie se quedd sin habitacién!

- {Qué barbaro! Estaba lleno, pero le hicieron lugar. ;Cuesta creerlo!

- Asi es, Clara. Nuestra intuicién estd acostumbrada a hoteles finitos, es decir, con una
cantidad finita de habitaciones. Por eso, esto nos sorprende tanto. Fijate que si ademds
de llegar yo, esa noche llegaban varias personas, el conserje podia acomodarlas a todas.
Simplemente, le pedia a los pasajeros que en lugar de moverse de una habitacién a la
siguiente, o sea, de la nimero 7 a la 7+1, lo hicieran de la nimero 7 a la #+4, donde £ es
el nimero de personas que llegaron. De ese modo, quedaban las primeras & habitaciones
libres para ser ocupadas por los nuevos pasajeros.
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- iIncreible! Es un hotel fascinante. Usted dijo que sélo tenfa una particularidad, pero es
una muy especial.

- Es verdad... (risas). Ahora, Clara, ;sabés cémo se relaciona esto con el 0 de Z en la
correspondencia con N?

- Mmhbh... déjeme pensarlo un poco, Maestro.

El Maestro nuevamente le dio tiempo a Clara para que piense sola el problema, antes de
darle alguna explicacién.

- Ya estd -dijo Clara- lo entendi.
- Muy bien. {Contame lo que pensaste!

Y Clara dio una excelente explicacién que alegrd y asombré al Maestro en partes iguales.
Entonces el Maestro agregd:

- iExcelente, Clara! Voy a repetir lo que dijiste, desde mi punto de vista: El 0 seria yo, que
llegué al hotel donde ya estaban alojados todos los demds niimeros enteros que serfan
los pasajeros. Como ves me hicieron lugar, simplemente corriendo a todos un lugar mds
adelante, y poniéndome a mi primero. Es lo mismo que hicimos con tu correspondencia
biunivoca. Habias apareado los enteros distintos de cero con los naturales. Pero luego
pusimos el cero al principio, corriendo todos los otros enteros un lugar hacia la derecha.
Es como haberle hecho un lugarcito al cero en la habitacién nimero 1 del hotel.

- iPor supuesto! Ahora veo que podria haberme dado cuenta de todo apenas comenzé a
plantear el problema.

- Hay una cosa mds en el Hotel Hilbert que te asombrard. Si aquella noche que llegué
solo hubiera llegado un contingente de infinitas personas, numeradas 1, 2, 3, 4, 5,....,
iel conserje también las habria alojado!

- j¢A infinitas, también?!

- Si. En ese caso les habria dicho a los pasajeros que se corrieran de su habitacién niimero 7 a
la habitacién nimero 27, y asi, todas las habitaciones impares habrian quedado libres. ;Me
seguis? De este modo ubicaba a la persona niimero 1 en la habitacién niimero 1, que estaba
libre, a la persona 2 en la habitacién 3, que también estaba libre, por ser impar, a la persona
3 en la habitacién 5,ala4 enla7,la 5 enla 9, etc. En general, habria ubicado a la persona
nimero £ en la habitacién nimero 2 4-1. {Esto es posible en nuestro gran Hotel Hilbert!

Problema 3.3. Si llegan al Hotel Hilbert dos contingentes, A y B, de infinitas personas cada
uno, a las que podemos enumerar como a8, 05,a,0,8,4,4, ... 171, 172, ba, b ” 175, 176, b7, bs,
¢Podré el conserje ubicar a todas estas personas, cada una en una habitacién distinta?

Aclaracién: el hotel ya estd lleno, no se puede echar a ningtin pasajero, ni juntarlo con
otro en una misma habitacién, pero si se puede reubicar (es decir, mover de una ha-
bitacién a otra) a los pasajeros que el conserje considere necesario, y no se debe dejar
ninguna habitacién vacia.
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Problema 3.4. Si llegan al Hotel Hilbert infinitos contingentes A'; A% A% A% A% A% A7...

de infinitas personas cada uno, a las que podemos denotar de la siguiente manera:
a las del contingente A' con a;, a3, a;, a;, a;, a;, a5, a;,...
a las del contingente A* con a7, a;, a7, a7, aZ, aZ, a7, a;,..

H 3 3 3 3 3 3 3 3 3 .
a las del contingente A’ con a2, a2, a?, a?, aZ, a2, a2, al,..; etc.

¢Podri el conserje ubicar a todas estas personas, cada una en una habitacién distinta?

0 3.3. La paradoja de Aquiles y la tortuga

- Maestro, ;se acuerda que un dia dijo: ;"eso es filoso-
Maestro, ; da q dia dijo: ;

fia"?

- Si, Clara. La filosofia es la madre de las ciencias, de
algtin modo las engloba a todas.

- Aquel dia me gusté mucho la clase. ;Podria ense-
flarme un poco mas?

- Disculpame, Clara, es que yo no sé¢ mucho de filo-
soffa. Sélo sé algo de matemdtica. Pero aprovechemos
que estds interesada para contarte algo que ocurrié de
verdad, y forma parte de la historia de la filosoffa. Lo
mds interesante para nosotros serd la parte matemdti-
ca del asunto porque ayuda a comprender y resolver
un problema filoséfico.

- Suena superinteresante, Maestro.

- Lo es! ;Ya verds!

Hacia el siglo V a.C., los griegos hacian grandes pro-
gresos en casi todo, especialmente en filosofia. Parece mentira que un pueblo “antiguo”
haya hecho avances tan profundos. Fue algo maravilloso. Seguramente habrés oido algu-
na vez sobre los tres grandes fildsofos griegos: Scrates, Platén y Aristételes, ;verdad?

- Si, pero muy poco. Me gustaria saber mds.

- Sélo para mencionar la importancia que daba a la matemadtica Platén -uno de los mds
célebres pensadores de la historia de la humanidad- hay que saber que se le atribuye
haber tenido en la entrada de su gran escuela un cartel que decia: no entre a esta escuela
quien no sepa geometria.

El Maestro hizo una pausa, y sus palabras quedaron resonando en la cabeza de Clara. Prosiguié.
- Conmovedor, ;no te parece? Pero dejemos a Platén y pasemos a Zenén de Elea, filésofo grie-

.7 . 7 7 . . . .
go también, apenas anterior a él. Zendn hizo una serie de razonamientos interesantes, elabora-
dos inteligentemente, que llevaban a la conclusién de que el movimiento no era posible!
g q que j p
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- 1¢Cémo?! ;En serio? —pregunté Clara asombrada.
- Asi es. Bueno, se trata de una paradoja.
- ;Qué es una paradoja, Maestro?

- Es una afirmacién que suena absurda. Es opuesta a lo que piensan casi todos, pero se
presenta en forma légica, e induce a pensar que es verdadera. Para mi, una buena para-
doja es algo que si lo pensds de un modo, sacds una conclusién, y si lo pensis de otro
modo, sacds otra que es contradictoria con la anterior. Por consiguiente, alguna de las
formas en que estds pensando es errénea, no es valida. ;Entendés?

- Creo que si, pero no sé si conozco alguna.

- Bueno, te voy a contar una que planteé Zendn de Elea. Se llama la paradoja de Aquiles
y la tortuga.

- Ah, jconozco a Aquiles porque lef la Iliada para ninos! -dijo Clara.

- Muy bien, es ese mismo Aquiles. Cuando se lo menciona en la Iliada original, frecuen-
temente su nombre va acompanado por un adjetivo en griego que significa el de los
pies ligeros. El fue un héroe de la guerra de Troya, historia que cuenta magistralmente
Homero. Pero Aquiles también era muy veloz y por eso es el protagonista de esto que te
voy a contar. En la antigua Grecia se celebraban los juegos olimpicos (los actuales estin
hechos a semejanza de aquéllos). Ah, ;qué pueblo fantdstico el griego! -y el Maestro hizo
una pausa, se qued6 un rato mirando hacia el infinito con cara de admiracién, segura-
mente pensando en los griegos. Luego retomd.

- Perdén por distraerme. Volvamos a la paradoja. Zenén imaginé una carrera entre Aqui-
les, el de los pies ligeros, y una tortuga. ;Quién creés que ganaria semejante carrera?

- Aquiles, obvio. Aunque en la fibula de la liebre y la tortuga, ;pierde la liebre! En esta
carrera, jpasa algo raro también?

- No, Clara -dijo el Maestro sonriendo-. Aquiles no se tirarfa a dormir en medio de una
carrera. Aqui, el tinico problema menor que él tiene es que debe darle una pequena ven-
taja inicial a la tortuga. Es poca ventaja, asi que todos asumen que la descontard en los
primeros momentos, y luego ganard la carrera con total comodidad.

. L A (i R
Y qué pasé? ;Gand Aquiles?

- Bueno, aqui viene lo interesante. jAquiles no puede pasar a la tortuga!
- Pero ;por qué? ;No corre mucho mds ripido?

- Si, pero lo que Zendn plantea es que desde un punto de vista puramente abstracto y
racional, Aquiles no podrd ni siquiera alcanzarla. Podriamos poner asi el razonamiento:
para superar a la tortuga, Aquiles, primero debera llegar al lugar donde se encuentra la
tortuga al instante de inicio de la carrera, ;estds de acuerdo?

- Si, claro.

- Eso le tomard un cierto tiempo. Durante ese tiempo, la tortuga también avanzd, y dejé
atrds ese lugar. De modo que la tortuga sigue estando delante de Aquiles.

Aventuras matematicas




- Si. Pero todavia no veo cudl es el problema.
- Paciencia, Clara, no estamos lejos. Nuevamente, para superar a la tortuga, Aquiles, pri-

mero deberd llegar al lugar donde ella se encuentra. Esto le tomar4 un cierto tiempo. Es
el segundo intervalo de tiempo que se ha consumido. Pero nuevamente, la tortuga avan-
26 durante ese segundo intervalo de tiempo, y entonces, contintia delante de Aquiles.

Clara prestaba mucha atencién a esta explicacién. El Maestro continud:

- Bien. Ahora la situacidn se repite por tercera vez. Aquiles debe llegar primero donde se
encuentra la tortuga, y esto le toma un cierto tiempo, que es el tercer intervalo de tiempo
que ha transcurrido. Pero mientras tanto, la tortuga avanzo nuevamente. Y asi, la misma
situacion se repite, es decir, la tortuga estd delante de Aquiles, y ya van tres intervalos de
tiempo consumidos. Y asi sucesivamente, esto se repite, y se repite, jindefinidamente!

- Creo que lo estoy siguiendo, Maestro.

- Si bien Aquiles y la tortuga estdn cada vez mds cerca entre si, Aquiles siempre estd detrds.
Y lo importante, es que ya se ha tomado muchos tiempos para acercarse, muchisimos. En
verdad, jnecesitaria infinitos tiempos para alcanzarla! Entonces, aqui viene la importante con-
clusién: si Aquiles necesita infinitos tiempos para alcanzar a la tortuga, es imposible que lo
consiga. Por consiguiente, desde un punto de vista puramente racional jel movimiento no
puede existir! Zenén de Elea continda con su argumento, diciendo que quizis el movimiento
esté sblo en nuestra imaginacién. De acuerdo con este razonamiento, el movimiento no es
posible, ya que se necesitaria tiempo infinito para lograr moverse. ;Qué te parece?

- jAsombroso! -respondi6 Clara, desconcertada e intrigada.

- Zenén pensaba que quizd todo estuviera en nuestra mente. Que tal vez el mundo exterior
no existia, sino en nuestra imaginacion. El filésofo continuaba haciendo implicaciones,
consistentes con su razonamiento, donde “demostraba” que el movimiento era imposible.

- Y usted qué opina?
El Maestro sonrié y continu sin responder la pregunta.

- Hay otras paradojas similares que planteé Zenén. Por ejemplo, una muy conocida dice
que para llegar a un lugar, primero debes recorrer la mitad de la distancia, pero antes, debes
recorrer la mitad de la mitad, y antes de esto, la mitad de la mitad de la mitad, y asi sucesiva-
mente, de modo que nunca puedes comenzar. Si bien los argumentos y las situaciones en sus
paradojas son aparentemente distintos, los fildsofos dicen que son esencialmente iguales, de
manera que podemos quedarnos con la de Aquiles y la tortuga, y pensar sélo en ella.

- Y qué sucedié con estas paradojas?

- Por empezar, algunos pensadores y filésofos quedaron asombrados con la paradoja de
Zenén. Tal vez quedaron un poco desorientados.

En ese momento, Clara razoné asi:

- Si Aquiles necesita infinitos tiempos para pasar a la tortuga, no entiendo cémo puede
pasarla. Y yo creo que la pasa, jestoy segura que la pasa! Quiero decir, que el movimiento
tiene que ser de verdad, no puede ser s6lo una pelicula en mi cabeza.
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- Te entiendo, Clara. En aquel tiempo, un rey, dijo: "¢/ movimiento se demuestra andan-
do", y entonces salié de su palacio con gran pompa, hizo un paseo por las calles princi-
pales de la ciudad, y regresé6 muy satisfecho de si mismo, creyendo que habia acabado
con la paradoja, y que todos podian olvidarse de ella. ;Qué te parece?

- No s¢, no me parece muy inteligente lo del rey, ;no?

- Ciertamente no aport6 nada para “desentrafar” la paradoja. Todos podemos movernos,
o creer que lo hacemos -el Maestro ri6 al decir estas palabras- y que los demds coincidan
con nosotros en esto. Pero de lo que se trata este problema es de encontrar cudl es el error
en el razonamiento planteado. Por otra parte, si todo fuera un suefio, o una pelicula en
nuestra mente, ;podriamos distinguirlo? ;Cémo? Lo que los pensadores querfan enten-
der -y supongo que ahora vos también- era, desde el punto de vista racional, qué estaba
sucediendo con el razonamiento de Zendn.

- ¢Y lo lograron?

- No en aquel momento. Bueno, no por muchisimos afios, jpor siglos! Como te dije, en parte
fue la matemdtica la que proveyd argumentos para dar por tierra definitivamente con la para-
doja. Como ves, Clara, aqui el infinito aparece como elemento fundamental. Y quizé la falta de
comprension del mismo, fue lo que llevé a no poder resolverla bien durante tanto tiempo.
Pero vayamos ahora al argumento matemdtico. Zenén dijo que el problema era la suma
de infinitos tiempos, jverdad?

- Si, eso dijo. .. 0 al menos, eso dijo usted que él habia dicho -respondi6 Clara riéndose.

- No es momento para chistes -bromeé también el Maestro-. jMejor serd que te concentres!
Zenén asumié que al tener que realizar una accién en infinitos tiempos, eso significaba que
le tomaria tiempo infinito, y por lo tanto no seria posible. Paséndolo a términos matemdti-
cos, serfa que al sumar infinitos tiempos, el resultado de la suma da una cantidad infinita de
tiempo, y por eso resultaba imposible el movimiento. Sin embargo... jno es asi!

- ¢Qué cosa no es asi?

- La suma de infinitos intervalos de tiempo, ;puede ser finita! No tiene por qué ser infi-
nita. ;Te sorprende?

- §i, por supuesto. Creo que yo me imaginaba que si siempre seguia sumando, y suman-
do, entonces la suma se iba haciendo mds y mds grande, y no podia parar.

- Si. Se va haciendo mds y mds grande, es verdad. Pero eso no significa que se haga jtan grande
como uno quiera! Es decir, no significa que la suma deba ser infinita. Dicho en otras palabras,
si los ntimeros a considerar se van haciendo muy pequefios, entonces la suma de infinitos
ntmeros puede dar resultado finito. Es el caso de la suma de uno, mds un medio, mds un
cuarto, mds un octavo, etc. Lo que no debemos hacer es confundir nsmeros con niimeros na-
turales. En nuestro caso, no estamos sumando niimeros naturales, sino nzmeros fraccionarios
o niimeros reales, que pueden hacerse verdaderamente muy pequeos.

La suma de infinitos numeros (reales, o fraccionarios) positivos puede ser finita. Por lo tanto, la
suma de infinitos tiempos, no tiene porqueé ser infinita, puede ser finita.
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- Entonces, cuando Aquiles necesitaba “infinitos tiempos” para pasar a la tortuga, en
realidad no necesitaba “tiempo infinito”. O sea que j;la puede pasar sin problema?!

- Correcto. En la clase que viene, podriamos aprender bien las sumas infinitas, si te interesa.
Hasta ahora, s6lo te lo he dicho, pero podemos entenderlo bien, convencernos, jdemostrarlo!

- S8i, Maestro, me gustarfa. —dijo Clara verdaderamente interesada en aprender sobre
sumas de infinitos términos.

- En el tiempo que nos queda hoy, veamos un ejemplo interesante, donde sumamos
infinitos términos y, sin embargo, la suma es finita. Los términos a sumar son, como

dijimos, simplemente los inversos de las potencias de 2, o sea, nimeros de la forma zl—k,
donde % es un niimero natural o el cero. Entonces, realizamos las siguientes sumas: prime-

ro sélo el 1, en segundo lugar hacemos 1+ , luego 1+ % + i, segulmos conl+3 1y 1 é ,
y continuamos haciendo sumas. La qumta suma es: 1+ % +1.1 56 ? y asi segulmos

1.,1,1,1_.1 1
Por cjemplo, la décima suma es: 1+ 5+ 2+ 5+ 75+ 55+ &4 64 + 55 128 555 t 515+ Y conti-

nuamos, nunca paramos. ;Cudnto dard la suma total?
- Lo estoy pensando, Maestro.

- Mis que saber cudnto da la suma total, lo que me gustaria saber, es si se va haciendo
muy grande o no. ;Qué creés?

Y Clara comenzé a escribir los resultados de las sumas anteriores.
3 7 15 31 63

2 4 8 16 32
-Y estos niimeros, gse van haciendo tan grandes como uno quiera, o no? El resultado de
la suma total ;serd infinito?

- Maestro, las sumas van dando 1, =

- Parece que no se hacen muy grandes, Maestro. Hasta ahora, son todas fracciones me-
nores que 2.

- iMuy bien! Te diré el resultado, para que vos pienses el porqué. Esta suma infinita da

. Exactamente 2. Con este ejemplo, podemos comprender bien el porqué la paradoja
2. Exact te 2. C te ejempl d der bien el porqué | doj
provenia de haber asumido, erréneamente, que el resultado de sumar infinitos tiempos,
o nimeros positivos, era infinito.

Dicho esto, Clara y el Maestro se despidieron. Ella se fue pensando en la tltima suma,
aunque a mitad de camino, ya con ganas de llegar de vuelta a su casa, pensé que era una
suerte que el movimiento fuera posible, y que lo de Zendn no fuera correcto. Habia sido
una clase muy provechosa.

Problema 3.5. Ayudar a Clara a calcular la suma infinita anterior:

Se puede usar calculadora o computadora (aunque no es necesario). Para cada nime-

ro natural 7, consideremos las sumas parciales S de los primeros 7 términos, es decir,

S—1+1+1+1+ +i'
2 4 8 2"
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Calcular S

0 520 y Smo. Mis adelante, veremos que esta suma infinita es una serie geomé-
trica 'y, por lo tanto, no hace falta sumar para obtener los resultados, porque se cumple

1 . , . y
que S, =2- P Probar esta igualdad, sacando comtn denominador en la expresion de

S recordando que 1+ 2 + 2% + 2>+ ... + 2%' = 25 1. Observar que esa identidad muestra
que S < 2 para todo 7, y en consecuencia la suma infinita no es mayor que 2. Por otra
parte, las sumas parciales S calculadas para 7 = 10, 20 y 100 muestran que al crecer 7,
las S se acercan tanto como uno quiera a 2.

0 3.4. Sumas infinitas

Aquel dia, el Maestro y Clara, se hallaban enfrasca-

dos en la cautivadora y dificil tarea de sumar infini-
tos nimeros. A Clara le costaba entender lo que esto
significaba. EI Maestro le mostraba nuevos ejemplos
para que ella comprendiera mejor las cosas. Si bien
no estaba del todo convencida, lo aceptaba de buen
grado. En ese momento, Clara le dijo al Maestro:

- :Me lo podria explicar de nuevo, por favor?

- Por supuesto, con todo gusto. Antes, quiero hacerte
notar que estamos aprovechando la conversaciéon que
tuvimos sobre la paradoja de Aquiles y la tortuga para
adentrarnos en un mundo apasionante, el de las “su-
mas infinitas”, donde aparecen conceptos que los ma-
temdticos han llamado sucesiones, series, limites,... ah
las series infinitas.... qué interesante, jqué interesante!

- Mmmhh, veremos.

- iYa vas a ver! Ahora, comencemos con una sucesién infinita de niimeros, una bien
sencilla, por ejemplo la de los nimeros naturales impares. Escribamos la sucesidn de este
modo, Clara, que asf se la ve muy bien:

1,3,5,7,9,11, 13, 15, ...
- No termina nunca, jverdad, Maestro?

- Asi es. Los puntos suspensivos al final significan eso. Es una tira de niimeros que sigue y si-
gue, no termina. Tiene comienzo, pero no tiene fin. En este caso sabemos cémo contintia. Por
ejemplo, si te pido que me digas cudl es el décimo término de esta sucesién, ;qué contestds?

- Aver..el 19.
- Bien. ;Y el término ubicado en el lugar nimero 1002

Clara comenzé a hacer unos garabatos en su libretita, y bastante ripidamente respondié:

-esel 199.
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- Muy bien. Lo estds entendiendo. ;Cémo lo calculaste? ;A mano, o con alguna férmula?
- No sé bien, Maestro; pero no fue dificil.

- ;Sabrias reconocer una férmula general para los términos de esta sucesién?
Si te doy la férmula 27 - 1, con 7 variando en los nimeros naturales, ;podés reconocer
ahi una sucesién?

El primer término esel 2 X 1 - 1, o sea, el 1. El segundo término esel 2 X 2 - 1, o sea el
3. Y si seguimos asi, ;qué tenemos?
- Es la misma sucesion que tenfamos, la de los niimeros impares -respondié Clara.

- iPor supuesto! La tinica diferencia es la forma de presentarla, pero es la misma sucesién.
Por eso, si te pido el décimo término de la sucesion, basta con reemplazar 7 por 10 en la
“f6rmula” que tenemos, 27 - 1, para obtener 2 X 10 - 1 = 19.

- Y para el término niimero 100, Maestro, también se puede hacer asi, ;no?, o sea
2x100-1 =199, sestd bien?

- Si, muy bien. Ahora tenemos un modo de calcular ficilmente los términos de esta su-
cesion. Pero continuemos con la suma infinita, a la que también llamaremos serie o serie
infinita. Vayamos sumando los términos, uno por uno. Comencemos con el primer tér-
mino: tenemos 1. Sigamos, hagamos ahora el primero més el segundo, es decir, 1 + 3, y el
resultado que obtenemos es 4. Sumemos ahora los tres primeros términos de nuestra suce-
sién, es decir, 1 + 3 + 5. Obtenemos 9. Ahora los cuatro primeros, 1 + 3 + 5 + 7, ;cudnto
da? 16. Fijate, que para sumar los cuatro primeros términos, también podriamos sumar el
cuarto término al resultado de la suma de los tres primeros, o sea hacer 9 + 7, y llegariamos
igualmente a 16. Ahora, ;cudnto da la suma de los primeros cinco términos?

- Esficil. Da.... 1 +3 + 5+ 7 + 9 = 25, o también podia hacer 16 + 9 y llegar al 25.

- Perfecto. Esto es muy ficil. Pero ahora viene una pregunta diferente. ;Qué sucede si
sumamos zodos los términos, en el orden en que lo venimos haciendo? ;Cudnto dirfas
que da esta “suma’, o mejor dicho, esta “serie”?

- Al ir sumando, se va haciendo algo demasiado grande, ;verdad? A ver, dan 1, 4, 9, 16,
25, y luego 36, 49,... Las sumas se agrandan cada vez mds, jy no van a parar!

- jAsi es! Y si estas sumas parciales se van haciendo tan grandes como uno quiera, entonces
vamos a decir que la suma total, o sea la serie, tiende a infiniro.

- ;Por qué se dice asi? ;No se podria decir que la suma total da infinito?

- Bueno, si, s6lo que hay que tener cierto cuidado. Te estds adelantando un poco, Clara, eso
no es malo. Usamos la palabra “tiende 4’ porque pensamos en cdmo van evolucionando
las sumas parciales, en su tendencia. También se expresa esto diciendo que el /Zmite (de las
sumas parciales) es infinito. Aunque esto pueda sonarte un poco raro, te vas a acostumbrar
apenas calcules el resultado de dos o tres series, como estamos haciendo. Ahora me gustaria
que comparemos esta serie, con la anterior que vimos. ;Te acordds? En ambas, siempre vas
sumando cosas positivas, y por lo tanto las sumas parciales van creciendo cada vez mds. Pero
hay una diferencia esencial: mientras que aquéllas no superaban el 2, éstas crecen tanto como
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se quiera, y tienden a... -y el Maestro hizo una pausa para que Clara contestara.
- iInfinito!

- Muy bien. Entonces debemos ser rigurosos, ya que el sélo hecho que las sumas parcia-
les vayan creciendo y creciendo no significa que tiendan a infinito.

- Creo que lo entiendo, Maestro, aunque me gustaria entender mejor qué significa lo de
“tan grande como uno quiera’.

- A ver, Clara decime un niimero grande.

- Mil —dijo Clara, con cierto temor a decepcionarse si el Maestro le hacia el chiste tonto
de decirle “1.001, te gané¢”. Afortunadamente, el Maestro la sorprenderia con otra “gra-
cia” mucho mejor.

- Bien. Sumemos los primeros 32 términos de nuestra sucesion. ¢Cudnto es, Clara?
Ella sacé su calculadora y comenz6 a manipularla hdbilmente. Al cabo de un rato dijo
- iDa 1.024!

Y al terminar de pronunciarlo, se asombré cuando se dio cuenta de que este nimero era
apenas mayor que 1.000, el que ella habia elegido.

- Ves, Clara. Dijiste un ntimero, y nuestra serie, lo superé. No sélo eso, sino que si suma-
mos los primeros 33 términos también supera, o los primeros 100 también, o con mayor
generalidad, si # > 32, entonces la suma parcial de los primeros 4 términos es mayor
que 1.000. Ademds, si hubieras dicho otro niimero grande, distinto de 1.000, también
podriamos haber descubierto cudntos términos necesitdbamos para superar tu niimero.
¢Hacemos otra prueba?

- Bueno, digo 10.000.

- Entonces yo digo 101. Si hacemos la suma parcial de los primeros 101 términos, da
10.201, que es mayor que diez mil. ;Querés hacer una prueba mds?

- No, Maestro, le creo.

- Eso es lo que significa “tan grande como uno quiera”, o lo mismo, “que tiende a infinito”.
¢Qué ocurre, no se entiende? -preguntd el Maestro al ver a Clara algo desconcertada.

- No, no es eso. Entiendo que esta suma “tiende a infinito”. Lo que no descubro aun, es
cémo hizo para saber que la suma de los primeros 32 términos daba mayor que 1.000,
sin calcularlo. Porque ademds, si sumamos los primeros 31 términos, da 961, que es
menor que 1.000. O sea, que 32 es el menor niimero de términos que sumados superan
al nimero 1.000. Y lo mismo pasa con el 101 y el diez mil j{Estoy sorprendida!

- Bueno, Clara, el cdlculo que hice se basa en un lindo truco. Si te acordds de cudnto
daban las sumas parciales y pensas en ellas lo vas a descubrir.

- A ver, daban 1, 4, 9, 16, 25, 306, 49,.... jAh! ;Son los cuadrados perfectos! Entonces,

cuando tenemos k términos, la suma parcial es £

- Asi es, ya estds muy cerca.
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- Ahora tengo que ver qué nimero # al elevarlo al cuadrado da mayor que 1.000. Sé que 30 por
30 es 900, y con una cuentita mds, llego a que el primer nimero que cumple esto es el 32.

- Muy bien, me alegro que lo hayas descubierto. Lo tnico que no hiciste fue demostrar
que las sumas parciales dan realmente los cuadrados perfectos. Esto se logra, por ejemplo,
verificando que si a la suma parcial de los primeros 4 términos le sumamos el siguiente tér-
mino, que es (2/k+1), entonces se obtiene (k+1)?, pues k* + (2k +1) =k® + 2k +1=(k +1)°.
Ahora estamos seguros que las sumas de los primeros niimeros impares da siempre un
cuadrado perfecto.

- Maestro, creo que me estdn empezando a gustar las series.

- Me alegro. ;Veremos mis!

0 3.5. La serie geométrica y la serie arménica

- ¢Clara te acordds de la serie 1+1+1+1+-..+in+--- ?

2 4 8 2
- 8i, la vimos hace poquito. Dijimos que “tiende a 2” ;verdad?
- Asi es. Vimos que sus valores se acercaban tanto a 2 como uno
querfa, por lo tanto, tiende a 2, o también, decimos que su limite
es 2. Lo que queria contarte ahora, es que si bien esta serie nos ha
resultado muy especial, porque nos ha mostrado por primera vez
que la suma de infinitos nimeros positivos puede ser finita, en
realidad, desde otro punto de vista, no es rara, inclusive es un caso
particular de algo mds general.

Clara miraba intrigada. El Maestro continud.

- Se trata de las series geométricas, donde se toma el pardmetro »
igual a un medio. En general, 7 puede ser cualquier niimero entre
cero y uno. Se considera la suma de las potencias de 7 :

L+7+ 7+ 7+ 7+ 7+ 7"+ .. laserie geométrica (de razén 7)

y se demuestra que tiende a ——

1-r"
1 1 1
- Ah, ya veo, Maestro: sir ==, entonces —— =——=—=2.
2 1-r 4.1 1
2 2

- Bien. Ahora te propongo que me ayudes a demostrar que realmente la serie geométrica
de razén r tiene limite finito igual a ﬁ . Serd s6lo una manipulacién algebraica. {Ma-
nos a la obra! Escribimos § =1+ 7+ 7+ 7+ 7+ 7+ /* + ... + 7. Multiplicamos ambos
miembros por 7, ;qué nos queda?

-Creoquer. S =r+ P+ P+ + P+ P e+ "+

- Bien. Ahora restamos miembro a miembro la primera identidad de la segunda. Clara,
spodés escribirlo?, por favor.
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- A ver ..., se simplifica casi todo a la derecha del signo igual ;no? Queda r.S, =S, =r"* -1

- Bien. Ahora s6lo hay que despejar S de esta ecuacién. ;Podrés hacerlo?
r n+1 _ 1
r-1
- Te quiero recordar que para hacer el tltimo paso 7 - 1 debe ser distinto de cero, y esto
es asi porque habfamos tomado » menor que 1. También podemos escribir esto asi:
1 -r n+1 1 r n+1l
"1l-r  1-r 1-r

- Si. Me queda (r-1).S, = r"* -1 y entonces S, =

, v ahora s6lo nos queda decir que cuando 7 satisface que 0 < 7 < 1, en-

n+l

tonces 7" se va haciendo cada vez més chico a medida que 7 crece, de modo que I tiende a cero
-r
. . . ; . 1 ,
cuando 7 tiende a infinito. Y asi llegamos a que la serie tiende a —=—, como querfamos mostrar.

1-r
- Maestro, voy a escribir bien todo para poder revisarlo en mi casa.

- Muy bien. Quizd te gustaria calcular cudnto da la serie geométrica de razén un tercio,

1 .
o sear = -. Escribila, por favor.

2 3 4 5 6
Y Clara escribi6 1+ : + (1) + (EJ + [1) + [EJ + [lj T
3'(3) "\3) "3) "3) "3

Problema 3.6. Calcular cudnto da esta serie, es decir, el valor de la suma total.

- Qué lindo. Nunca pensé que en un ratito iba a poder calcular varias sumas infinitas.

- Bueno, justo éstas que hemos visto se pueden calcular bien, pero otras pueden ser
extremadamente dificiles. Hasta ahora, mirando cudnto van dando las sumas parciales,
pudimos intuir o vislumbrar si la seria tiende a infinito o no.

- ¢Y no siempre es asi?

- No, Clara, para nada. Lo veremos ahora mismo. Analizaremos una serie que es bastante dis-
tinta de las anteriores, por lo que deberds estar muy atenta. En lugar de tomar los niimeros na-
turales, tomemos sus inversos, y consideremos la sucesién que forman, que la escribimos asi:

111111
, El §I Zl gl E, 7,...
Como siempre, los puntos suspensivos indican que sigue indefinidamente. También se
. o1 .
puede describir como la sucesién — donde 7 varia en el conjunto de los nimeros natura-
] N1 1 TS
les. El primer término es =, el segundo, > el tercero, 3 y en general, el término 7-ésimo
, 1 ,
es el nimero =, para cada niimero natural 7. ;Alguna pregunta?
- No, estd clarito cudl es la sucesién.
- Bien. Ahora pensemos en la serie, conocida como serie arménica. Es decir:
It =+t 4= =+ =4 A +... la serie arménica
Comencemos a calcular las llamadas sumas parciales de la serie, que van dando los siguien-

tes niimeros: primero el 1; segundo tenemos 1 + 1/2 = 3/2; luego hacemos 1 + 1/2 + 1/3,
que da 11/6; continuamos con 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 = 25/12; etc. Apuntamos a saber si
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tiende a infinito o a algtin nimero finito.

- Maestro, jse puede hacer alguna de las manipulaciones algebraicas de la clase pasada
para tener una expresién de las sumas parciales?

- No, que yo sepa. Por eso, esto se presenta, a priori, como dificil. Primero vamos a ana-
lizar la serie numéricamente, es decir, calculando cudnto van dando aproximadamente las
sumas parciales, y tratando de ver si crecen mucho o no.

- :Saco mi calculadora, Maestro?

- Si, claro, la vamos a usar, y también necesitamos una computadora, aunque me temo que
no serdn suficientes- comentd el Maestro en voz apenas audible-. Comencemos, Clara. Al
principio las sumas parciales van creciendo relativamente a buen ritmo a medida que suma-

mos los términos. Al comenzar, pasamos de 1 a 3/2, o sea, a 1,5, luego al % =1,833, luego

25 o Lo
a =~ =2,0833. Pero cuando ya hemos sumado muchos términos, al sumar el siguiente no

logramos modificar mucho la suma. Por ejemplo, el término nimero 1.000 es 1/1.000, o sea,
0,001. De modo que sélo modificamos la suma en el tercer digito después de la coma. Si pen-
sis en el millonésimo término, el nimero a sumar serd 1/1.000.000, o sea 0,000001, que es
muy pequeno, y sblo modificards el sexto digito a la derecha de la coma, sestds de acuerdo?

- Si. Se estd complicando, pero creo que lo entiendo. Siga, Maestro, por favor.

- Si sumamos los diez primeros términos, tenemos 1+1/2+1/3+1/4+...+1/10. ;Por favor,
podés calcular su valor numérico aproximado?

Usando velozmente su calculadora, Clara respondié:
- Da7.381/ 2.520, que es aproximadamente 2,928968254.

- Bien. Aumentd, pero no mucho. Si seguimos sumando, tantos términos como quera-
mos, shasta dénde podremos llegar? ;Podremos superar cualquier niimero grande, por
mds grande que éste sea? Por ejemplo, ;podremos alcanzar el 10? ;Y el 100? ;Qué te
parece? Dicho de otro modo, la gran pregunta es si esta serie tiende a infinito o no.

- Parece muy interesante. Pero no lo sé. Esto es nuevo para mi.

- Es verdad. Tenés que tomarte tu tiempo para asimilarlo. Recordd que lo que tenemos es una
tira muy larga de nimeros, tan larga, que no termina, y que los debemos ir sumando, ordenada-
mente. Y tenemos que intentar deducir si esa suma puede llegar a superar el nimero 100 o no.

- Maestro, entiendo la pregunta. Pero tengo que hacer muchas cuentas para ver qué va
sucediendo con esta serie.

- Clara, no es dificil escribir un programa que haga estas sumas. Sélo lleva unas pocas lineas.
Por ejemplo:

n := 10 (n representa la cantidad de términos que vamos a sumar)
sum := 0

. 1
ara 7 desde 1 hasta 7 hacer sum := sum + =
Para j desde 1 hasta # h
mostrar el valor de “sum” J

mostrar el valor de “sum” en notacién decimal.
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Clara escribié el programa (de sélo cinco lineas) en su computadora.
- Hagamos correr el programita -dijo el Maestro.

- La respuesta en la pantalla es: 7.381/ 2.520 = 2,928968254.

- Debemos interpretar el resultado asi: los primeros diez términos de nuestra serie suman
7.381/ 2.520 que es igual, o aproximadamente igual, a 2,928968254. Ahora, simple-
mente cambiando el valor de 7 en la primera linea del programa, por ejemplo de 10 a
100, obtendremos el valor de la suma parcial de los primeros cien términos de la serie
armoénica. ;Querés hacerlo Clara?

Clara puso 7=100 y obtuvo la respuesta
14.466.636.279.520.351.160.221.518.043.104.131.447.711 /
/2.788.815.009.188.499.086.581.352.357.412.492.142.272 igual (aprox.) a 5,187377518

Luego, fueron calculando los valores aproximados de las sumas parciales para los primeros
1.000 términos, los primeros 10.000 y el primer millén de términos. Al principio, la com-
putadora respondi6 rdpidamente, pero luego empezé a demorarse bastante. Se dieron cuenta
que tardarfa mucho intentar con 10 millones. Escribieron los resultados en una tabla:

cantidad de terminos 10 100 1.000 = 10.000 ' 100.000 ' 1millon
valor suma parcial | 2,92896 ' 5,18737 | 7,48547 | 9,78760 | 12,0901 14,3927

- Tarda mucho, Maestro. Y solo hemos logrado sumar algo menos que 15, con el primer
millén de términos.... {Es poquisimo!

- Me alegro que hayamos escrito el programita y la tabla, Clara, aunque los resultados en este
caso no nos permiten saber la respuesta, ni siquiera intuirla.

- Mirando la tabla no soy capaz de decir nada, porque le estd costando muchisimo crecer.
Super6 el 10, pero estd lejisimos del 100. Aunque la serie sigue creciendo un poco, creo que
no vamos a poder contestar su pregunta Maestro.

- iPodremos Clara! Esta es otra maravilla de la matemdtica. Es capaz de mostrarte cosas que
parecen muy dificiles, pero cuando encuentras un buen camino, se tornan sencillas. Como
ves, en este caso el conocimiento de las primeras sumas parciales no nos ha servido de mucho.
Seguimos desorientados. Pero una idea ingeniosa nos daré la respuesta de si la serie arménica
tiende a infinito o no. ;Qué crees que ocurre?

- Crece muy poco, parece que no va a tender a infinito, pero realmente no lo sé.
S P I 1
- Mir4, si sumamos el tercer término y el cuarto término, da algo que es mayor que 2> pues

1.1 1 1 1 ]
377 4 4 4 > Hacemos lo mismo con los siguientes cuatro términos. Sa-
111111 1 1

1 1 1
bemosqueg §6 y > ,porlotantotenemosque5+6+7+8>8+8+8+8 >

{Te das cuenta cémo va func1onando?

lucgo Ly

- Mds o menos.

- Espero que el siguiente grifico sea muy ilustrativo:
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Si vas juntando los términos de a dos, de a cuatro, de a ocho, de a dieciséis,...., siempre
se consigue sumar por lo menos un medio.

- Ahora lo entiendo {Qué bérbaro, Maestro! Entonces llega a 100!

- Si. La suma supera el cien, y también el mil, y también el 10 mil, etc. Por lo tanto,
esta serie tiende a infinito. Como vimos, lo hace muy lentamente, pero lo hace. ;Te ha
sorprendido la demostracion?

- §i, no me la esperaba. Ahora, ;no es raro, Maestro, que sume tan poquito, y sin embar-
go se agrande tanto como queramos?

- Si, es un caso bastante especial. Pero fijate que son infinitos términos. Si bien se van
haciendo muy chiquitos, ellos alcanzan para sumar mucho, como vimos. Esta serie ar-
monica es una de las series mds interesantes que hay.

Problema 3.7. Hallar un niimero 7 tal que la suma de los primeros 7 términos de la serie
armonica sea mayor que 25.

[Ayuda: juntar 50 pedacitos de la serie como en el dibujo, de modo que cada uno sume
un medio o mayor que un medio.]

0 3.6. jLos nimeros racionales
son numerables! ... ;y los reales?

- Antes de comenzar, Clara, te propongo que llamemos
numerable a cualquier conjunto cuyos elementos se pue-
dan numerar como primero, segundo, tercero, cuarto,
quinto,..., y de ese modo se llegue a numerar o nombrar
a todos sus elementos, es decir, un conjunto coordinable
con el conjunto de los niimeros naturales N. Por ejemplo,
el conjunto de los ntimeros enteros Z es numerable.

Definicion. Un conjunto se dice numerable si es coordinable
con N, es decir, si se puede establecer una corresponden-
cia biunivoca entre los nimeros naturales y sus elementos

La palabra “numerable” tiene sentido para un conjunto
p p )
coordinable a N, porque a través de la correspondencia
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biunivoca entre Ny el conjunto, se puede hacer una lista con los elementos del conjunto, que
comienza y no tiene fin, donde van apareciendo todos los elementos de dicho conjunto. Si
alguien fuera leyendo en voz alta la lista, entonces estaria nombrando a todos los elementos del
conjunto. ;Se entiende? A ver, ;podrias decir otro conjunto numerable que no sea N ni Z22

- Eh... si. Vimos que los naturales pares eran asi, ;no es cierto?

- Si, asi es. Hoy y la clase que viene me gustarfa que conversiramos sobre algo verdadera-
mente nuevo para vos. Primero, quiero que nos introduzcamos en los nimeros racionales
(o fraccionarios), y que averigiiemos si se los puede enumerar a todos. Luego, con cierta
audacia, iremos por los nimeros reales. Nos vamos a encontrar con que no es posible nom-
brar uno por uno a todos los nimeros reales, o dicho en otras palabras, que el conjunto R
no es numerable, lo que significa que no es coordinable con el conjunto N.

- Bien, Maestro. Ojald pueda entender todo lo que ha dicho, que parece muy interesante.

- Estoy seguro que si. No sélo eso, sino que tengo la esperanza de que termines maravi-
llada por la importancia y la belleza de los resultados que veremos hoy.

Clara sonrié ante estas palabras. Si bien apreciaba mucho estas clases, le resultaba dificil
creer que le podria pasar lo que el Maestro esperaba.

- ;Le parece, Maestro, que estos resultados son bellos?

- {Por supuesto! Comencemos ahora mismo. Recordemos que los niimeros fraccionarios

son de la forma — donde 7 y 7 son nimeros enteros, y 7 es distinto de cero. También se

2 247 6
los llama rnzimeros mczomz[ex, y se denotan con una Q. Por ejemplo, tenemos 3 T

. m ’
etc. Si tomamos 7 = 1, entonces n no es otra cosa que un numero entero. Esto nos muestra

que los enteros son racionales, o equivalentemente, que el conjunto de los nimeros ente-
ros estd contenido en el de los niimeros racionales. En simbolos podemos escribir Z < Q.
De este modo, estd claro que hay infinitos racionales, ;verdad? Ahora, una pregunta muy
interesante es si los nimeros racionales son numerables o no. Es decir, si Q es un conjunto
coordinable a N o, si por el contrario, no existe una correspondencia biunivoca entre am-
bos conjuntos, en cuyo caso, resultaria ser mayor en cardinal, o sea, card Q > card N. Es la
misma pregunta que nos planteamos hace tiempo entre Z y N, ;te acordds?

- Si me acuerdo, Maestro.

- Bien. Claro que el conjunto Q es muy distinto a los anteriores en algunos aspectos.
Mientras que los niimeros enteros estin espaciados por intervalos de longitud uno, los
racionales estin por todas partes, son increibles, se meten en todos los intervalos. Si rea-
lizamos la representacién usual de los niimeros reales en una recta, entonces no importa
en qué punto de la recta te pares, tendrds nimeros racionales tan cerca como quieras.

- La verdad es que Q parece mucho mds grande que N. Si pienso, por ejemplo, solamente
en los medios enteros, o sea 1/2, 2/2=1, 3/2, 4/2=2, 5/2,..., parece que se corresponden
con los naturales, ;no es asi? Y solamente he usado los que tienen denominador igual a 2.
Después, puedo pensar en los que tienen denominador igual a 3, luego los con denomina-
dor 4, etc. Pero creo que con esto todavia no voy a poder contestar su pregunta.

- Estd muy bien tu observacién, Clara. De modo que una parte de Q -los racionales con
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denominador igual a 2- es coordinable a todo N. Pero como sefialaste, eso no contesta
la pregunta, porque lo mismo sucedia con Z, que result6 ser numerable. Si me dejds que
te ayude, te dirfa que intentaras nombrar a todos los nimeros racionales. Es decir, que
hagas una lista jdonde vayan apareciendo todos!

- Me estd diciendo que trate de ver que Q es numerable. jEs sorprendente!

- Asi es. Lo que estamos diciendo, es que es posible dar una lista -infinita, por cierto- con
todos los nimeros racionales. Al principio, asombra que puedas poner tantos nimeros en
una lista, pero si se piensa mejor, no hay mucha diferencia con el Hotel Hilbert, donde el
conserje era capaz de “meter” todos esos contingentes de infinitas personas en las habitacio-
nes del hotel. Los contingentes serian como los niimeros racionales, cada contingente un
denominador distinto, y las habitaciones del hotel como los niimeros naturales.

- Es un problema muy lindo, Maestro, y en este caso, me gustaria verlo bien, o como a
usted le gusta decir, ver una “demostracién”.

- Excelente. Esa es la forma en que realmente vas a entenderlo. Antes de escribir la co-
rrespondencia biunivoca entre N y Q, serfa mejor hacerla entre N y Q°, los ntimeros
racionales positivos. Luego, veremos sin dificultad que Q" y Q son coordinables, y de las
dos cosas resultard que Ny Q son coordinables. ;Estds de acuerdo?

- Creo que si.

- Bien. Entonces ayudame a hallar un modo de nombrar a todos los racionales positivos,
uno por uno, sin que nos olvidemos de ninguno. Hagamos un cuadro bien grande, con
filas y columnas. Primero ponemos los niimeros 1, 2, 3, 4, ... en la fila de arriba y también
en la columna de la izquierda. Estos nimeros serdn los que encabezan las filas y columnas.
Luego, en cada lugar del cuadro ponemos una fraccién, cuyo numerador es el niimero que
estd encabezando la columna y el denominador el nimero que estd encabezando la fila.
Fijate, Clara, que en el cuadro van apareciendo todos los racionales positivos. Por ejemplo,

el 7 esté en la tercera fila y séptima columna. Si te

digo el 12
2.009
Clara pens6 un poco. Este nimero no aparecia en

el cuadro que habian dibujado, porque no entraba
en el pizarrén. Entonces dijo:
_Fl 12

2.009
lumna y en la fila 2.009. Aunque no lo hayamos

escrito, es como si estuviera ahi.
12

2.009
quier otro numero racional positivo. De modo

que todos ellos se encuentran en este cuadro infi-

nito. Por supuesto que hay repeticiones. Por ejem-

plo, en la diagonal, encontramos siempre m_y
m

«dénde estard?

se encontrarfa en la decimosegunda co-

- {Bien! Dije pero podria haber dicho cual-

son todos unos. Pero lo importante para nosotros

Ok ©|k N[k ok gk AP Wk NP RPIR e
©IN [N NN ol gl BN W N NN RN N
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no son estas repeticiones, sino que en el cuadro
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estén todos los racionales positivos. Ahora, ;habrd alguna forma de nombrarlos? Es decir,
¢«cémo se podria organizar la tarea de ir nombrando a todos, uno por uno?

- A ver.... si voy nombrando los medios enteros, o sea, los de la segunda fila, creo que voy a
estar en problemas, porque la fila no se termina nunca, y todavia no he empezado a nombrar
los niimeros de la tercera fila, o sea los “tercios”, ni los “cuartos” de la cuarta fila, etc. Por eso,
estoy pensando si lo puedo hacer de otra forma.

- Vas a poder. Lo que tenés que evitar es quedarte en una fila o en una columna.
- Quizés. .. si voy nombrando primero el %, después el % y el %, luego %, % y %, y sigo
asi, spodria ser?

Clara marcé diagonales en el cuadro, unas iban desde abajo a la izquierda hacia arriba a la
derecha y otras en sentido opuesto. El maestro sonrié gratamente y dijo:

- Si. Comenzis desde el primer lugar, luego pasds a la primera fila segunda columna y recorrés
la diagonal que senalaste, luego vas a la tercera fila primera columna y subis por tu diagonal, y
asi seguimos. Cada vez que se termina una diagonal, continuamos por la siguiente, alternando
el modo de recorrerla. jEsta es una forma de ir nombrando todos los niimeros del cuadro!

- {Qué lindo!
- Si no hubiera repeticiones, ya habriamos demostrado que Q* es numerable.

- Pero ;qué pasa con los repetidos? -pregunté Clara queriendo entender esto-. ;Como serfa la
correspondencia biunivoca?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 - - Bueno, los repetidos no son importantes,

aunque molestan, es verdad. Pero vamos a sa-

e 4 Y)° 8/ cdrnoslos de encima. Una forma de establecer

) 7 9 la correspondencia biunivoca que buscamos, es

21/3 2 > A A/* /2 nombrar todos los racionales, por las diagona-

NN Y. A les, como lo estdbamos haciendo, pero ahora

3/3 3 /3 3 /3 sin repetirlos. Es decir, simplemente tenemos

. / 3 , 9 que saltear los que se repiten. Cada vez que

4a/2/ 4 4/ 2/4 4 llegamos a una casilla de nuestro cuadro con

s 1L A 7 8 9 un ndmero racional, antes de nombrarlo en

% 5/5/5 55 55 voz alta, debemos verificar que no lo hayamos

s |ANA 2 F ., 1 43 nombrado antes. Recuerda para este fin que

6/ 3/2/3/6 6 3 2

1L s s 89 123 _4_ Stambién3_%_9 _ e,
vy /1 1 7 707 2 4 6 8 2 4 6

s | A/1 15 37 89 de modo que si bien es una tarea ficil, no es in-

g 4/8 2 8 4 8 8 mediato decidir si un niimero ya aparecié antes

o| 1 L 1 45 2 7 8 0 no. Pero puede hacerse, y sélo requiere unas

9¥9 3 ¢ 9 3 9 9 cuantas comparaciones. ;Lo entendiste, ver-

dad? ;Podrias nombrar los primeros racionales

de nuestra lista sin repeticiones?
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ssigo? Ya me estoy cansando.
- No es necesario que sigas. Ya hemos tenido una muestra, pequefa pero suficiente,
de cémo se pueden ir nombrando todos los racionales positivos, eventualmente a cada
ndmero le llegard su turno.

Hay un gran teorema matemdtico, llamado Zeorema de Cantor-Bernstein-Schroeder, que
permite ahorrar inconvenientes como el de las repeticiones, y muchisimos mds. Es de
gran importancia y utilidad. Primero voy a tratar de mostrértelo intuitivamente, y luego
lo podremos enunciar formalmente. Ahora, recordemos esto: si tenemos dos conjuntos
Ay B que satisfacen que A estd contenido o es igual a B, y a su vez B estd contenido o es
igual a A, entonces, ;cémo deben ser Ay B?

- Ay Btienen que ser iguales -contesté Clara.

- Por supuesto. En simbolos, si A < B, B < A, entonces A = B. Lo que nos dice el teore-
ma es una variacién, mds general y sutil, de lo anterior. En lugar de tener como hipétesis
A < B, vamos a suponer que hay asignacién de A en B que no repite elementos. Es decir,
a cada elemento de A se le asigna (o se le hace corresponder) un elemento de B, y no se le
puede asignar el mismo de B a dos elementos distintos de A. Es como estar “metiendo” el
conjunto A en B, a través de dicha asignacién ;no te parece?

- Si, pero todavia no sé qué dice el gran teorema.

- Paciencia, Clara. La otra hipétesis que cambiamos es la de B < A por la de que haya
una asignacién de Ben A que no repita elementos de 4, es decir, a cada elemento de B se
le asigna uno de A, y a elementos distintos de B se les asignan elementos distintos de A.
Si tenemos estas dos hipétesis, scudl serd la conclusién del teorema?

- Lo estoy pensando.

- Bien. En otras palabras, lo anterior es equivalente a decir que de nuestros conjuntos A
y B sabemos que A es coordinable a una parte de B, y que B es coordinable a una parte
de A. ;Qué te parece que ocurre entonces? ;Cémo son Ay B?

¢ p q ¢ y

- Bueno, al principio es como si A4 fuera mds chico que B, pero después es como si B fuera
mds chico que 4, asi que creo que Ay B son iguales.

- ;A qué te referis con “iguales”? ;Querés decir coordinables?
Hhq g é
- Si, claro, quiero decir que A y B tienen que ser coordinables.
q q y q

- {Bravo! Lo comprendiste. Esta es una de las formas de enunciar el teorema, hay muchas
mds. No vamos a hacer una demostracién formal del mismo, pero lo vamos a usar, por
ejemplo, para demostrar nuevamente que N y Q' son coordinables. A pesar de que no
hemos enunciado todas las versiones de este teorema, me gustaria remarcarte lo esencial: si
tenemos dos conjuntos A y B, y hay algtin modo de ver que A es “mds chico” que B, y otro
de ver que B es “mds chico” que 4, entonces se puede concluir que Ay B son coordinables.
Me gustaria que intentes aplicar el teorema al caso de Ny Q*. ;Te animds?
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- 81, pero no sé si voy a poder completar la demostracién.

Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder. Si A y B son
conjuntos tales que A es coordinable a una parte de By - Vas a ver que si.

B es coordinable a una parte de A, entonces Ay B son
coordinables, o lo que es lo mismo, card A = card B.

- Bueno, lo intento. Hay una forma natural de meter
los naturales en los racionales positivos, asi que ya sa-
bemos que es como si N fuera mds chico que Q. Des-
pués, el recorrido que hicimos de las diagonales del cuadro nos dice que es como si N
fuera “mds de” *, ¢verdad?

grande” que Q, ;verdad?

- Si. Contintia

- Entonces, segtin lo que dijo usted sobre lo esencial del teorema, tenemos que Ny Q* son
coordinables.

- Lo has hecho muy bien. Ahora te dejo un problema para que pienses en tu casa, con ¢l se
completa la demostracién de que N y Q son coordinables.

22 Para

\\ resolver
K

Problema 3.8. Hallar una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los nimeros
racionales Q y el conjunto de los racionales positivos Q.

[Ayuda: considerar una numeracién 90 9y 95 9 9 - de Q, luego Q consiste del 0 y
de * q;» conj=1,2,3,4,5,..]

112

El Maestro estaba contento de ver coémo Clara lograba completar algunas demostracio-
nes complicadas. Luego de una pausa continuaron.

- Ahora, veamos otras formas de expresar el resultado de que Q es numerable. Creo que

q q
te gustardn. Una forma es mostrando que “la unién numerable de conjuntos numerables
es numerable”.

- ¢iCémo es eso!? -dijo Clara confundida, casi quejandose por lo dificil que le sonaba lo
enunciado.

- Te acordis de la unién de conjuntos, sverdad? Si consideramos dos conjuntos numerables A
y B, entonces su unién, AU B, también serd numerable. Es decir, si hay una forma de ir nom-
brando los elementos de 4, y otra de nombrar los de B, entonces habrd una forma de nombrar
todos los elementos que estén en cualquiera de esos dos conjuntos. ;Estds de acuerdo?

- Si, eso lo entiendo bien. Por ejemplo, puedo ir nombrando primero el primer elemen-
to de A, después el primer elemento de B, luego el segundo elemento de A, sigo con el
segundo de B, ahora el tercero de 4, el tercero de B, y asi sigo.

- Bien, Clara. En simbolos, podriamos ponerlo asi: si 4 = {a, a, a, a, a by
B = {bl, bz, bS, b4, /75, ...}, entonces a, bl, a, /72, a, b3, a, 64, a, 175, ... es una forma
de nombrar todos los elementos de la unién de A y B. Nuevamente, podemos tener el
problema de las repeticiones, puesto que puede haber elementos en Ay en B simultdnea-
mente que estarfamos nombrando dos veces. Pero eso se arregla, como lo hicimos con
las repeticiones en Q* en el cuadro.

Lo que te estaba diciendo antes, era que si en lugar de hacer la unién de sélo dos conjuntos
numerables A y B, hacemos la unién de tres, cuatro, o de una lista infinita de conjuntos
numerables 45 A,; A A Ag; ... entonces esta unidn también serd un conjunto numerable.
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- Ahora si entiendo lo que quiere decir.

- No es dificil demostrar esta afirmacién. En rigor de ver- es numerable.

dad, ya lo hemos hecho, sélo que puede haber pasado

desapercibido porque no era exactamente eso lo que estdbamos demostrando, sino algo
andlogo. En este caso, Clara, podemos proceder con las diagonales del cuadro ;te acordds?

- Bueno. Voy a pensar que los conjuntos A, A, AL A, As’ ..., son todos numerables, y
tengo que ver que puedo numerar la unién de estos conjuntos. Entonces voy a dibujar
un cuadro como el que hicimos antes. En la primera fila pongo los elementos de 4, en
la segunda los de A, en la tercera los de A, etc. Ahora, si los voy nombrando como hici-
mos antes con el cuadro de Q', creo que voy a nombrar a todos los elementos, ;no?

- Si, muy bien. Veo que has entendido que la unién de conjuntos numerables es numera-
ble, cuando tenés una lista de conjuntos, o sea, una cantidad finita o infinita numerable
de conjuntos a unir. Es un resultado que puede sorprender. Entusiasmados, podriamos
llegar a pensar, erréneamente, que todos los conjuntos son numerables. Pero pronto
veremos que el conjunto de los nimeros reales, R, no lo es. Por consiguiente, tendremos
al menos dos tipos distintos de infinitos, el llamado infinito numerable, que corresponde
a la cantidad de niimeros naturales, y un nuevo infinito, correspondiente a la cantidad
de ntimeros reales, a veces llamado el continuo, que es mds grande que el anterior. Ya los
hindues distingufan entre estos dos tipos de infinito jhace mds de dos mil anos!

- {Qué interesante! ;Cudndo veremos el infinito de los ndimeros reales?

- La semana que viene, Clara. Mientras tanto, podés tratar de resolver los siguientes
problemas. jAdids!

Problemas. Ayudar a Clara a resolver los siguientes problemas.

Problema 3.9. Probar que el producto cartesiano de dos conjuntos numerables es numerable.
[Nota: dados dos conjuntos A y B se define el producto cartesiano A X B como el
conjunto de los pares ordenados (4, 4), donde # pertenece a Ay & pertenece a B. En

simbolos: AxB={(ab):acAybeB}.]

[Ayuda: escribir una numeracién de A y otra de B y hacer un cuadro como el que

se hizo para Q"]
Problemas mas avanzados.

Problema 3.10. Si se hace el producto de 3 conjuntos numerables, ;es numerable también?
[Ayuda: AxBxC = {abc):acAbeB,ce Cise puede pensar también como (4 X B) X C.]

Problema 3.11. Mostrar que el producto finito de numerables es numerable. Es decir, mos-

trar que el producto cartesiano de una cantidad finita de conjuntos numerables es un
conjunto numerable.

Una aventura por el infinito
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Problema 3.12. Demostrar que el conjunto de los polinomios de grado 2 con coeficientes
enteros es numerable.

[Ayuda: estos polinomios son de la forma z . x* + 6. x + ¢, donde 4, &y ¢ son enteros,
a # 0. De modo que estdn totalmente determinados por los valores de 4, by ¢.]

Problema 3.13. Demostrar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes
enteros son numerables.

[Ayuda: este conjunto consta de los polinomios de grado 0, 1, 2, 3, 4,... por lo tanto es
la unién de conjuntos como el del problema anterior, que es numerable.]

Problema 3.14. Demostrar que el conjunto de los niimeros algebraicos, A, es numerable.

[Nota: los niimeros algebraicos son las raices de polinomios con coeficientes enteros.
. , . . . m ’
Contienen a los nimeros racionales, es decir A © Q, pues todo racional T s raiz del
polinomio de primer grado 7 . x - 7 en la variable x. Ademds, por ejemplo, V2, que no

es racional, también es un ndmero algebraico, pues es raiz de x* - 2, que es un polinomio
de segundo grado con coeficientes enteros.]

[Ayuda: se sabe que un polinomio de grado 7, con » € N, tiene a lo sumo 7 raices.
Probar primero que los nimeros algebraicos que son raices de polinomios de grado 7,
con 7 fijo, son numerables. Luego notar que el conjunto de los niimeros algebraicos es la
unién, variando 7, de los algebraicos que son raices de un polinomio de grado 7.]
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0 3.7. :Los nimeros reales
no son numerables!

- Clara, hoy es un dia importante, veremos que hay més de un tipo
de infinito en esta teorfa de cardinalidad que estamos considerando.
Demostraremos que los nimeros reales no son numerables. Prime-
ro, con un argumento que involucra longitudes de intervalos. Mds
adelante, con otras dos maneras de demostrar el mismo hecho, que
los reales no son numerables, y entonces vas a poder elegir cudl es la
que mds te gusta.

- Me conformaria con entender una, Maestro.

- Bien. En esta primera demostracion, ademds de los intervalos, necesi-
taremos usar el argumento llamado “reduccién al absurdo”, que consiste
en suponer que la afirmacién que se quiere demostrar es falsa, y a partir
de ahi llegar mediante razonamientos vélidos a algo absurdo, a una con-
tradiccion. Entonces la afirmacién no podia ser falsa, y por lo tanto se
concluye que la afirmacién debe ser verdadera. ;Lo entendés?
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- Mds o menos.

- Clara, cuando lo usemos en ejemplos concretos, lo aprenderds en seguida. Hay un punto
muy sutil al final del razonamiento que generalmente pasa inadvertido. En ese tltimo paso
del razonamiento se estd usando el llamado principio del tercero excluido, que dice que entre
una afirmacién y su negacién una de las dos debe ser verdadera. Si bien casi todos aceptan
este principio, algunas personas lo cuestionan. Nosotros vamos a aceptarlo, porque es lo
mds razonable, y ademds, nos permite avanzar mucho. Pero te repito que podés olvidarte
de todo esto, porque si bien suena complicado en abstracto, serd sencillo usarlo.

- {.Si !
Espero que si. ;Sigamos!

- Bien. Supongamos que los niimeros reales son numerables. O sea, que hay una enu-
meracion 7, 7,, 7,, 7, 7., ... de los mismos. En ella aparecen todos los niimeros reales sin
repetirse. Entonces, le asociamos alrededor de cada nimero 7, un pequefio intervalo en
la recta real, moviéndonos a partir de 7, un espacio de longitud o7 hacia la izquierda y lo

mismo hacia la derecha. O sea, estamos tomando el intervalo de los nimeros reales x que

satisfacen r; —2—1j <x<r, +2—1j, es decir, el intervalo de la forma (I’j ~5r Nt o7 ) para
cadaj=1,2,3,4,5,.... La longitud de cada pequefio intervalo es el doble de 1, o sea
1 1 2i

ETIRETES Fijate que, de acuerdo a nuestra suposicién inicial, todo nimero real per-
tenece por lo menos a uno de estos intervalos, puesto que todo niimero real es un 7, para
. . . 1 1 Lo
algtin j, y obviamente 7, pertenece al intervalo | r; — =, r; + = |. Por consiguiente, toda
J 21 7o
la recta real estd contenida en la unién de estos pequefios intervalos. ;Estds de acuerdo?

- Si, pero tengo dudas sobre cémo es la unién de los intervalos.

- Es simplemente la unién de ellos como conjuntos. Podés unir tantos intervalos como
quieras. En este caso hay una cantidad numerable de intervalos a unir, y su unién da

JeN
de el simbolo U significa unién, y debajo de él, j € N, significa que j varfa tomando
todos los valores de los nimeros naturales. Por otra parte, la longitud de la unién de dos
intervalos cualesquiera, es menor o igual que la suma de las longitudes de cada uno de
ellos. Por ejemplo, en este dibujo

_ 1 | | ) (1l ) (L S
D | [ H [ ) | | )y -
rZ r1

toda la recta real. En simbolos lo podriamos expresar asi: R = | J (f,- - Zi‘ T+ 2_1]} don-

ocurre que la longitud de la unién de los intervalos alrededor de 7, y de 7, es estrictamen-
te menor que la suma de las longitudes de dichos intervalos, mientras que la longitud de
la unién de los intervalos alrededor de 7, y 7, es igual a la suma de las longitudes de estos

intervalos. En simbolos:

1 1 1 1 1 1 1 1
long rl_E'rl+E U r2—2—2,r2+2—2 < long rl_E'r1+§ + long rz—?,rﬁz—z
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De este modo, la longitud de la unién de todos los intervalos es menor o igual que la suma
de todas las longitudes, o sea, que la suma de los ntimeros ,paraj=1,2,3,4,... ;Sabés
cudnto da esta suma?
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-:Cé 2
¢Cémo es lo que hay que sumar?

1 1 1 1

- Simplemente ittt 11,
2 2% 2% 2t 2°

- jAh! ;Esto da 2! Lo vimos después de “Aquiles y la tortuga”.

- §i, claro. También vimos que era la serie geométrica de razén un medio. Lo importante
es que da un nimero finito. Volviendo a los pequefios intervalos, estamos mostrando
que la longitud de la unién de todos ellos no supera al 2. ;No te parece que hay algo
extrafo?

- A ver... la suma da 2, pero al mismo tiempo estos intervalos cubren la recta de los
nameros reales, ;no? Entonces si hay algo raro. ;Muy raro!

- Por un lado, la longitud de la unién deberfa ser igual a la longitud de la recta real, que
como sabés no es finita. Por otro lado, recién dijimos que la longitud de esta unién es
menor o igual que 2. O sea que algo tan largo como la recta real nos ha dado menor
que dos. Esto es un absurdo. Una contradiccién! Escribimoslo en simbolos, asi no nos
quedan dudas. Te recuerdo que el simbolo X significa suma o sumatoria:

1 1
IOI]g(R) = IOﬂg jLEJN(rJ- —F , rJ- +2—Jj (1)
pero

1 1 1 1
long U(ﬁ‘;ﬂ*;)g z long (rj—y,rj+?)

jeN

1 1 1
Z IOI'lg (Fj—?,r]—+?) :Z F

jeN

por lo tanto
1 1
long||(r]-—F,l’j+?j32 (2)

De (1) y (2) resulta long (R) <= 2. Esto es absurdo, puesto que la longitud de R, la recta
real, es mayor que dos. ;Estds de acuerdo, Clara?

- Si . 4 >
Si, claro, pero... ;por qué pasa esto, Maestro?

- Esta contradiccién se produjo, justamente, por haber supuesto que los nimeros reales
eran numerables. Por lo tanto, jlos reales no pueden ser numerables! De modo que esta-
mos frente a un nuevo tipo de infinito, mayor al infinito de los nimeros naturales, o sea
mayor al infinito de los conjuntos numerables. ;Qué te parece?

- Me gusta. Creo que entendi lo del “ab-sur-do”. ;Estoy contenta por aprender esto!

- Bien. Ahora, sabemos que N y R son ambos infinitos pero no son coordinables, es decir que
card N < card R. Esto nos invita a hacer nuevas preguntas, nos abre el universo de “los infinitos”.
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- ;Hay otros infinitos?

- Hablaremos de eso en otra clase, Clara. Hoy, para terminar, te contaré sobre la pregun-
ta o el problema mds famoso en este tema, llamado la hipdtesis del continuo*. Sabemos
que card N < card R, ;verdad? Entonces naturalmente surge la inquietud: ;Existird algin
conjunto cuyo cardinal esté entre medio de estos dos? ;La entendés?

- Creo que si.

- Hemos visto, por ejemplo, que el conjunto de los nimeros racionales Q estd “entre”
Ny Ry tiene el mismo cardinal que N. Si empezds a pensar en conjuntos candidatos a
contestar afirmativamente la pregunta, pronto verds que todos tienen cardinal igual al
de Q o al de R, pero nunca entre medio de los dos. Veamos otro ejemplo, el conjunto de
los niimeros algebraicos, A, ;cdmo era su cardinal?

- Vimos que era el mismo que el de N.

- Bien, y eso que a primera vista A parece ser un conjunto muy grande, y cuesta encon-
trar ndmeros reales que no sean algebraicos. En los problemas, tendrds que demostrar
que el conjunto de los nimeros irracionales tiene el mismo cardinal que el de R. La
hipdtesis del continuo, Clara, afirma que no puede existir un conjunto cuyo cardinal esté
entre el de N y el de R. Cantor -el creador de la teoria de cardinales que estamos estu-
diando- intenté demostrarla durante mucho tiempo, pero no lo consiguié. Nadie lo ha
logrado, ni tampoco se ha podido mostrar lo contrario.

- Debe ser entonces un problema muy dificil.
Hipotesis del continuo: no existe un conjunto Y cuyo
cardinal esté estrictamente entre el de Ny el de R, es
decir, que cumpla que card N < card Y < card R.

- Si. Es mis dificil de lo que se pensé originalmente, de-
masiado dificil -el Maestro enfatiz6 la palabra demasia-
do, lo que hizo pensar a Clara que se trataba realmente
de algo excepcional-. Es tan dificil que...

Y se hizo un silencio por unos segundos, que a Clara le pareci6 larguisimo, luego el
Maestro dijo:
- iEs una pregunta imposible de contestar!

-;Cémo? ; i0? ; 6
¢Cémo? ;En serio? ;Por qué?

- Se debe a ciertos resultados muy profundos de la légica matemdtica. Kurt Gédel demostro,
a mediados del siglo pasado, que siempre habrd afirmaciones indecidibles, es decir, que no
podrdn ser demostradas, ni refutadas, o equivalentemente, que no podremos decidir si son
verdaderas o falsas. Tal vez esto nos deje con una sensacién de vacio o inseguridad. Sin embar-
go, podemos asumir una de las dos opciones, que es verdadera, o que es falsa, y en ninguno
de los dos casos encontraremos contradicciones. Luego Paul Cohen completé la demostra-
cién de que la “hipétesis del continuo” es una de estas “afirmaciones indecidibles”.

- Me cuesta entenderlo, Maestro. Yo pensaba que, con tiempo, todas las afirmaciones
podrian ser contestadas. ;No es asi?

’La Hipotesis del Continuo fue formulada en el siglo XIX por el célebre matemético aleméan Georg F. L. Cantor, quien también fue el
creador de la idea de cardinalidad de conjuntos que estamos siguiendo aqui. En el afio 1900, Hilbert propuso éste como el primero en
su famosa lista de 23 problemas.
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- Te comprendo porque a mi me sucedia lo mismo. Uno tiende a pensar que todo enun-
ciado es susceptible de ser verificado. Pero Godel dejé boquiabiertos a todos con semejante
conclusién. La hipétesis del continuo no es verdadera ni falsa. Notable, ;no creés?

- Si, seguro. Entonces Cantor estuvo trabajando muchisimo en algo que jamds iba a
poder contestar.

- Asi es. Hay que saber que la matemdtica, maravillosa como es, también puede dar
grandes frustraciones, y no solamente por estos casos tan elevados.

- 'Y ademds de los cardinales de N y R, ;hay otros infinitos?, ;0 eso tampoco se podrd
saber nunca?

- iClaro que esto se puede saber! ;Y se sabe! {Hay infinitos tipos distintos de infinito! Lo
averiguaremos juntos dentro de un par de clases.

- {Qué bueno! {Hasta la semana que viene!

Clara se fue pensando en lo que habia aprendido. Sentfa que eran cosas importantes,
porque finalmente el infinito comenzaba a retirar ese enorme velo que lo habia cubierto
durante tanto tiempo, para que ella pudiera admirarlo, y comprender algunos de sus
aspectos. Ahora, ya sabia bien que habia dos conjuntos infinitos cuyos infinitos eran
esencialmente distintos. ;Y esperaba seguir aprendiendo!

Problema 3.15. Demostrar que el conjunto I de los niimeros irracionales no es numerable.
[Nota: recordar que todo niimero real es racional o irracional, y no puede ser ambas
cosas a la vez. Es decir, R = QUI, donde la unién es disjunta].

[Ayuda: razonar por el absurdo, es decir, suponer que I fuera numerable, y llegar a que
entonces R serfa numerable].

Problema 3.16. (Dificil). Demostrar que I es coordinable a R.

[Nota: esto es en realidad un caso particular de un Teorema que vale para cualquier
conjunto infinito D no numerable al que le quitamos un subconjunto B numerable.
Es decir, el teorema afima que: si B < D, siendo B infinito numerable y D infinito no
numerable, entonces D — B y D son coordinables].

[Ayuda. Realizar los siguientes pasos:

(i) considerar una numeracién &, 6,, b, b,, b, ... de B;

(u) cons1derar otro subconjunto numerable C de D disjunto de B, y una numeracién
.de G

(111) deﬁnlr una correspondenaa biunivoca entre C y BUC;

(iv) definir la correspondencia de D — B a D mediante la siguiente regla: si el elemento

de D — B no estd en C, entonces se le asigna el mismo elemento en D; y si estd en C, se

le asigna el elemento de BUC de acuerdo a la correspondencia hallada en (iii);

(v) demostrar que la asignacién definida en (iv) es una correspondencia biunivoca].

Problema 3.17. Los nimeros reales que no son algebraicos son llamados nimeros trascendentes,
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de modo que R es la unién disjunta de los algebraicos y los trascendentes. Demostrar que los
trascendentes son coordinables con los reales.

0 3.8. El método de la diagonal de Cantor

- Clara, ;qué te parecié la demostracién que hicimos de que los
numeros reales no son numerables?

- Me costé al principio, pero después la entendi. {Me gustd!

- A mi también me gusta esa demostracién. Es elemental, aunque
tiene sus dificultades, porque asume que se pueden identificar to-
talmente los niimeros reales con los puntos de una recta y aparecen
conceptos geométricos, como longitudes de segmentos. Hoy abor-
daremos el mismo problema, aunque usando otros elementos, como
la escritura decimal de los nimeros reales y una idea muy ingeniosa,
llamada el método de la diagonal. La propuso Cantor y mostré por
primera vez que los conjuntos N y R tienen distintos cardinales. Es
posible que te guste més que la demostracién anterior.

- ;Es como las diagonales que usamos para ver que Q era numerable?

- No. Esta es otra diagonal. Es la diagonal - dijo el maestro con cierto
orgullo por *presentarla-. Pero es bueno que te acuerdes de las otras por-
que el cuadro es el mismo. Esta diagonal es una sola, la principal, que
comienza en la esquina superior izquierda del cuadro, va hacia abajo a la
derecha, y contintia indefinidamente. ;Estés lista para comenzar?

- §i, claro. Lo tnico que me preocupa es que no sé bien lo de la
escritura decimal de los ntimeros reales que usted dijo que me va a hacer falta.

- No te preocupes. Veremos lo necesario para comprender esta demostracién. Comencemos
por la idea bdsica que es tan simple como ingeniosa. Hagamos un cuadro como los anterio-
res, aunque en principio lo haremos finito, digamos de 4 x 4. Ahora en lugar de completarlo
con niimeros racionales o con pares ordenados, como hicimos antes, lo llenamos con sim-
bolos, sélo dos para comenzar: O y X. Es decir, cada lugar o entrada en el
cuadro sera O o X. Cuando un cuadro esté lleno, nuestra tarea serd armar O X X
una nueva fila fuera del cuadro, que sea distinta a todas las filas del cuadro.
El método de la diagonal nos provee una forma poderosa de hacerlo: se
arma una fila que se distingue de la primera fila del cuadro en el primer
elemento, de la segunda fila en el segundo elemento, de la tercera fila en
el tercer elemento, y de la cuarta en el cuarto. Por ejemplo, en este cuadro
4 x 4, ;podrias armar una nueva fila como dijimos?

x O X
© O X
< O O
O X O X

- Creo que si. Tengo que armar mi fila que empiece con X para que sea distinto de O,
que es el primer elemento de la primera fila. Después, como en la segunda fila aparece X
en el segundo lugar, tengo que poner O. Después pongo X, y al final de nuevo X. Queda
asi: X O X X. ;Estd bien?
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- Muy bien. Ahora quiero que pienses por qué la fila que hiciste es distinta a las filas del
cuadro. ;Puede ser igual a la primera fila?

- iNo!

- ¢Por qué?

- Porque mi fila empieza con X y la del cuadro con O.

- iBien! ;Y a la segunda fila del cuadro, puede ser igual?

- No, porque mi fila tiene O en el segundo lugar, y la del cuadro tiene X.

- Asi es. En general, la fila armada mediante el método de la diagonal no puede ser igual
a ninguna de las filas del cuadro, porque al compararla con la primera fila, sabemos que
tienen el primer elemento distinto, al compararla con la segunda, tienen el segundo
elemento distinto, y asi sucesivamente. De modo que la fila que construiste es distinta a
todas las anteriores. ;Esto también valdria en un cuadro con infinitas filas y columnas en
lugar de un cuadro 4 X 4 como el que dibujamos?

- A ver... si, creo que si, ;por qué no?

- Si, funciona de la misma manera. S6lo debemos seguir el mismo procedimiento. Ahora, si
en lugar de tener inicamente los simbolos O y X tuviéramos mds simbolos, por ejemplo, los
digitos decimales ;funcionaria también? ;Podrias construir una fila distinta de las demds?

- Si, y hay mds posibilidades para armar mi fila. Con dos simbolos tenfa una sola posibi-
lidad de armar la fila en la forma que usted queria.

- Muy bien. Este es el “método de la diagonal”, Clara, jasi de simple!
- ;Y nos va a servir para algo tan importante?
¢ g p

- §i, claro. A veces una combinacién de ideas simples como ésta, puestas en el orden apro-
piado, logran grandes resultados Ahora, en lugar de completar los casilleros del cuadro
infinito con los simbolos O y X los llenaremos con digitos, o sea con los simbolos 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8y9. Ademis, en lugar de mirar cada fila como una simple hilera infinita de
digitos, la identificaremos con un niimero real en el intervalo [0,1]. Si la fila es de la forma
44,44, 4, .. entonces se identificard con el nimero real 0 =0, 2, 4, 4, a, a; ... Recipro-
camente, si tenemos un ndmero real o en el [0,1], es decir, 0 <o < l entonces 0 tiene una
expresién o desarrollo decimal de laforma a=0, 2, 2, 4,2, 4,4, a,...,donde a, a,, a,, a,,

son digitos y los podemos poner en una fila del cuairo, entonces a fila representara al

numero a. ;Lo entendés?

- Creo que si. ;No importa que no aparezcan en el cuadro el cero y la coma que van al
principio del nimero?

- Bueno, ellos no son necesarios cuando solo estamos hablando de nimeros reales entre 0
y 1. Si sabemos que el nimero comienza siempre con un cero, la coma, y luego los digitos,
entonces podemos olvidarnos del cero y la coma y escribir solo los digitos. Vale la pena
mencionar que el desarrollo decimal se corresponde con una serie. El digito 2 que uno ve en

a.
el lugar j después de la coma, corresponde a la fraccién 10—'J., y se cumple que a es igual a la
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& @ & & & & &
10 10% 10% 10* 10° 10° 107
En un caso extremo, como serfa tomar todos los digitos iguales a 9, esta suma infinita serfa la serie

a.
suma infinita de las fracciones 10_]’" es decir g =

geométrica de razon 9 que vimos y sabemos que suma 1. Es decir, se cumple que 0,999999...=1
;Te sorprende?
¢

- Si. Parece mentira que un niimero empiece con “cero coma’ y termine dando uno.
Aunque me estoy acostumbrando, Maestro, porque con aquella serie que sumaba 2
también pasaba lo mismo: siempre la suma finita estaba por debajo de 2, pero usted dijo
-y me convencié- que daba 2.

- Bien. Pero entonces, jel uno tiene dos desarrollos decimales distintos!

- iClaro! No me habia dado cuenta de eso. Creo que pensaba que cada niimero tenfa una
expresion decimal y no mds.

- Hay nimeros que admiten dos desarrollos decimales distintos. Otro ejemplo es el %,
scémo se escribe en notacién decimal?

- Se escribe como 0,5. Si. Sin embargo, también vale que % =0,49999999... con infi-
nitos nueves.

Casi todos los ntimeros reales tienen un tnico desarrollo decimal y s6lo algunos tienen dos.
Nunca tienen més de dos. Ademds, los niimeros que tienen dos desarrollos son aquellos
con un desarrollo decimal finito que se corta, como por ejemplo 0,24 , y entonces el otro
desarrollo es simplemente cambiar el tltimo digito no nulo por uno menos y poner infini-
tos nueves a continuacién. ;Te animds a dar el otro desarrollo decimal de 0,242

- ;Puede ser 0,2399999... ?

- Muy bien. De modo que los niimeros que admiten dos desarrollos decimales distintos tienen
infinitos nueves a partir de un momento, o infinitos ceros. Pero conviene que dejemos los
desarrollos decimales para otra oportunidad, luego te dejaré un lindo problema para tu casa,
que serd pensar cudles son los nimeros reales que tienen desarrollo decimal que se corta.

- Lo haré, Maestro, me gustaria entender bien eso.

- Ahora, volvamos al cuadro, llenémoslo con una lista (infinita) de niimeros reales a, 3,
Y, 8, € ..., que tienen desarrollos decimales @ =0, 2, 2, 2, 4,4, a a.... ,B =0, b b, b,

bbb b, ,y=0,c ¢, c c ccc,..ycontintan indefinidamente.

De modo que nuestro cuadro infinito representa ahora una
sucesién de ntimeros reales, cada uno de ellos en el intervalo ~ *
[0,1]. ;Se podré elegir otro niimero real entre 0y 1 distinto P
a todos los del cuadro? Esto, Clara, es parecido aloquete v |C C, C3 €, Cg
pedi de armar una fila distinta a las del cuadro 4 x 4. 5

€

- Con lo que vimos de la diagonal principal se puede elegir
una fila distinta de todas estas, jverdad?

- Si, se puede.
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-Y el ntimero real correspondiente a esa fila va a ser distinto a los demds, salvo que justo
pase eso raro de los dos desarrollos distintos.

- Dejame que te ayude, Clara. Para armar nuestra fila infinita en cada paso podemos
elegir un digito que sea distinto al de la diagonal y también distinto de 0 y de 9, y asi
nos aseguramos que la fila construida representard un niimero distinto de los demds, sin
importar lo de uno o dos desarrollos decimales. ;Estds de acuerdo?

- Si, aunque después lo voy a pensar de nuevo en mi casa.

- Sigamos con la idea de la demostracién. En otras palabras, cada vez que alguien haga
una lista 0, B, v, 9, €, ...de ntimeros reales en el intervalo [0,1] nosotros seremos capaces
de encontrar otro niimero real entre 0 y 1 que no estd en dicha lista. En consecuencia, no
se puede hacer una lista completa de los nimeros reales del [0,1] o, equivalentemente,
iel [0,1] no es numerable!

- {Qué bueno! Creo que esta demostracién me gusta mds que la anterior. Pero, todo el
tiempo usamos el [0,1]. ;Cudndo aparece R?

- Pensd y te vas a dar cuenta. Si no podés enumerar los niimeros reales del intervalo [0,1]...

- iClaro! Me podria haber dado cuenta antes. El [0,1] estd contenido en R, asi que si no
se pueden enumerar los elementos del conjunto mds chico, entonces tampoco se pueden
enumerar los del mds grande.

- Muy bien. Eso es suficiente para completar la demostraciéon de que R no es numerable
por el método de la diagonal. Voy a agregar s6lo una cosa mds: para este fin, un intervalo
de la recta real como el [0,1] y el conjunto R completo es como si fueran iguales porque
veremos en uno de los problemas que son coordinables entre si. jAdiés Clara!

- Adiés Maestro, hasta la semana que viene.

Problema 3.18. Si los simbolos permitidos son I, O y X,
decidir cudl de estas tres filas ha sido obtenida aplicando el X 11 X0
método de la diagonal (ver cuadro). X 0O 0 I X
O 0 X | O
HOOXIO @()XXOOI (i)OXIOI I 0 X | X
Problema 3.19. (a) Hacer el desarrollo decimal de los si- X I X 0 X

1.17.1.13. 9. 21
3'200 7 47 257 12
(b) Notar que si al descomponer el denominador los tinicos nimeros primos que aparecen

guientes numeros fraccionarios:

son 2 y 5 entonces el desarrollo es finito. Por ejemplo: % tiene denominador 20 = 2% X 5.

(c) En los otros casos el desarrollo es infinito. Cuando en el denominador aparece un fac-
tor primo distinto de 2y 5 como 3, 7, 11, 13, 17, etc. y la fraccidn estd escrita en forma
irreducible (o sea, no se puede simplificar nada entre el numerador y el denominador).
(d) Concluir que los tinicos niimeros reales que admiten un desarrollo decimal finito son
los fraccionarios cuyo denominador (ya escrito en forma irreducible) es de la forma 2/. 5%,
con jy k enteros no negativos.
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Problema 3.20. (i) Probar que los intervalos reales (0,1) y (0,2) son coordinables.

[Ayuda: considerar la correspondencia del (0,1) en el (0,2) que a cada x en (0,1) lo
multiplica por dos, es decir x+— 2 . x ].

(i) Probar que el (0,1) es coordinable al (—7; 2]

[Ayuda: usar la correspondencia x, , 7 -x— 1.
(iii) Aceptar que hay correspondencias, como por ejemplo la funcién trigonométrica
llamada tangente, que llevan el intervalo real -%,%) en el conjunto R en forma biuni-

voca. Concluir, que el (0,1) y R son coordinables.

0 3.9. ;Hay infinitos tipos de infinito!

- Clara, jsabés lo que significa partes de X, cuando X es un con-
junto cualquiera?

- No. ;Deberia saberlo?

- No, no deberias. Pero nos serd de gran utilidad. Tenés que pensar
en los subconjuntos de X, en todos ellos. Esto incluye al conjunto
vacio y al mismo X, llamado el conjunto total. El conjunto de las
partes de X, o dicho brevemente “partes de X”, es simplemente el
conjunto formado por todos los subconjuntos de X. Hay que ser
cuidadosos porque lo que eran conjuntos -los subconjuntos de X-
ahora pasan a ser elementos de este nuevo conjunto. Por ejemplo:
si X es el conjunto formado sélo por dos elementos, digamos py ¢,
es decir, X = {p, g}, ;como serd el conjunto “partes de X?

- Bueno, tengo que pensar en todos los subconjuntos de X, asi que {p}
es uno, y {g} es otro. Estos tienen solamente un elemento cada uno.

- Bien. Te faltan.
- 8i. Usted dijo que el vacio y el mismo X debian estar, ;verdad?

- Si. La convencién es ponerlos como subconjuntos de X. Con
esos cuatro terminaste. Es decir que partes de X, denotado P (X),
es un conjunto con cuatro elementos en este caso que
son los que mencionaste: {}, {g}, el conjunto vacio, que

se denota con el simbolo @, y X, el conjunto total. En Definicion. Dado un conjunto X, se llama partes de X
simbolos podemos escribir: al conjunto formado por todos los subconjuntos de X.

En simbolos, P (X)={A:Ac X}
P{p.q})=1{9,{p}, {a}, {p,a}}
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Si ahora X tuviera tres elementos, ;cudntos tendria P (X)? Supongamos que: X = {p, g, 7}
- Hay muchos ahora. Estdn {p}, {4}, {7}, {p, 4}, {p, 7, {9, 7}, {p, ¢, 7}, ademds del vacio.
Creo que no hay mds.

- Muy bien. ;Cudntos son entonces?

- Son 8, Maestro.

- Quiere decir que cuando el cardinal de Xes 2, el de P (X) es 4, y cuando el de Xes 3, el
de P (X) es 8. ;Qué pasa si X tiene 7 elementos? ;Cudl serd el cardinal de P (X)?

- A ver. Va creciendo muy rdpido. No estoy segura.
- Pensd el caso en que X tiene 4 elementos, por favor.

- En ese caso, hay 4 subconjuntos con un solo elemento, hay 6 con dos elementos, hay
4 con tres elementos y 1 con cuatro elementos, que es el mismo X, y como siempre, el
vacio. Oseaqueson1+4+6+4 +1=16.

- Bien, voy a hacer un pequeno cambio en lo que escribiste. -el Maestro cambié el 16
por 2%, y continué- ;Esto te dice algo? El cardinal de X era 4, y el de P (X) resulté ser 2%,
Antes tenfamos cardinales de P (X) iguales a 4 = 2%y 8 = 2%,

- Ah, claro. Parece que siempre daasi. O sea, si X tiene 7z elementos, entonces P (X) tiene 2".
Estoy haciendo las cuentas con los siguientes nimeros y dan bien.

- Asi es. Esto se puede demostrar, por ejemplo, usando el principio de induccién, o si
prefieres, la combinatoria que nos ofrece una demostracién preciosa. Hagdmosla para
el caso X = {p, g, 7}, pero vale en general. Cuando tomaste el subconjunto {p}, podemos
pensar que asignaste un 1 a p, un 0 a gy un 0 a 7. Cuando tomaste el subconjunto {p, g},
pensamos que asignaste un 1 ap,otro lag,yunOar. Es decir:

{p}—(1,0,0)
{p.a}—(11,0)
En general, dado un subconjunto se asignan unos a los elementos del subconjunto y ceros

a los que no pertenecen al subconjunto. De este modo, los subconjuntos de X estdn en
correspondencia biunivoca con las -en este caso- ternas de ceros y unos. Es decir:

P (X) < {ternas de 0 y 1}

Es ficil contar cudntas ternas asi hay: tenemos dos posibilidades, 0 6 1, para el primer
lugar en la terna; también dos posibilidades, 0 6 1, para el segundo lugar; y lo mismo
para el tercero. Estas posibilidades son independientes entre si, es decir, tener 0 6 1 en
una posicién, no afecta al nimero que aparezca en las otras posiciones. Por lo tanto, hay
2 x 2% 2 =27 ternas distintas de ceros y unos. En general, si el cardinal de X'es 7, entonces

habra 2x2x---x2=2" posibilidades de elegir 0 6 1 en cada una de las 7 posiciones, y por

n
lo tanto hay 2” elementos en P (X). ;Lo entendiste, o fuimos demasiado rdpido?
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Clara contesté que lo habia entendido, a pesar de la velocidad, mientras el Maestro es-
cribia el siguiente recuadro en el pizarrén:

card P (X) = 2cardX

y continuaba diciendo:
- También se puede escribir asi lo que dijimos. ;De acuerdo?
- Si. Es un poco abstracto asi, pero no hay problema.

- Ahora, que ya sabés el significado de partes de un conjunto, vamos a considerar con-
juntos infinitos. Cuando X es infinito, es obvio que P (X) serd también un conjunto
infinito. Por ejemplo, siempre estdn los subconjuntos formados por un solo elemento
de X, o sea los de la forma {x}, donde x pertenece a X. Asi que, si X es infinito, P (X)
también. Ademds, si comparamos sus tamafos, vemos que X es como si estuviera den-
tro de P (X), mediante los subconjuntos {x}. Naturalmente, nos podemos preguntar si
P (X) serd esencialmente mds grande que X, o si podrian llegar a ser coordinables. ;Tenés
alguna intuicién sobre esto, Clara?

- En el caso finito vimos que el cardinal de P (X) es igual a 2%, o sea, mucho mds
grande que el de X. Pero en el caso infinito se complica, tal vez siga valiendo que
card P (X) > card X, pero la verdad es que no sé la respuesta.

- De acuerdo a lo que dijiste, estds muy cerca de adivinarla. El primer -y muy interesan-
te- ejemplo que podemos pensar es cuando X es N. Veremos bien cémo es P (N) y su
cardinal. Comencemos por hacer la observacién de que a cada subconjunto S de N se lo
puede identificar con una sucesién infinita de ceros y unos, al igual que como hicimos
recién con los subconjuntos de X en el caso en que el cardinal de X era 3. Mds precisa-
mente, Sen P (N) se identifica con una sucesién 7, ¢, #, ¢, £t ¢ ... donde cada 7, vale cero
o uno para cada 4, de acuerdo a la siguiente regla: #, es 1 si el elemento 4 pertenece al

7
subconjunto S, y t,es 0si k no pertenece a S. En simbolos:

Sot,t,, b, 1, t, 4, t, ... donde
t,=1si keS,y t, =0sikeS

Por ejemplo, si S es el subconjunto de los ndmeros pares, entonces la sucesién que le
asociamos sera la 0; 1; 0; 1;0; 1; 1; 0..., si Ses el subconjunto vacio, en la sucesién aso-
ciada son todos ceros; si S es el total, N, entonces la sucesién que le corresponde tiene
todos unos; si S ={3, 4, 5, ...}, la sucesién es 0; 0; 1; 15 15 0; 0; O; ...y siguen todos ceros.
Ahora cada una de estas sucesiones de ceros y unos puede considerse como un nimero
real entre cero y uno, jsabés coémo?

- Bueno, épodn’a ser como antes, o sea, asociarle el ndmero 0, Lttt t e

- {Por supuesto! Y ahora viene algo interesante, Clara. Estas sucesiones de ceros y unos,

que parecen ser algunos de los nimeros reales en el intervalo [0,1], resultan ser todos
estos nimeros reales si consideramos la escritura en el sistema binario, donde los tnicos
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dos caracteres que aparecen son el 0 y el 1. Es decir, todo nimero real en el intervalo
[0,1] puede escribirse -en escritura binaria- como una sucesién de la forma 0, 7, 7, #,
t, £, t, t,... donde los 7, son digitos 0 6 1. Este es el desarrollo decimal de un nimero
escrito en el sistema binario. De este modo, dejando de lado algunos detalles -como las
repeticiones de los nimeros que admiten dos desarrollos decimales binarios distintos- se
alcanza a ver que el conjunto de estas sucesiones de ceros y unos, y por lo tanto P (N),

es coordinable al intervalo real [0,1]. ;Me seguis?

- A ver, me gustaria repetir lo que dijo. Empezé con P (N), o lo mismo, los subconjuntos
S de los naturales N. A cada uno de estos subconjuntos lo pensé como una sucesién infi-
nita de ceros y unos. Después, a cada una de estas sucesiones la pensé como un niimero
real mayor o igual que cero y menor o igual que uno. Al final, concluyé que partes de N
y el [0,1] son coordinables. ;Es asi?

- iS1! Sélo agrego que las identificaciones que hacemos son correspondencias biunivocas,
por lo tanto los conjuntos en cuestién resultan ser coordinables. Y en el caso de las repe-
ticiones, se puede proceder igual que en ocasiones anteriores para obtener la coordinabi-
lidad. Sigamos. El [0,1] es a su vez coordinable a todo R. Por consiguiente, partes de N
y el conjunto de los niimeros reales son coordinables. Equivalentemente:

card P (N) =card R

Aqui tenemos el primer cdlculo del cardinal de las partes de un conjunto infinito, y
como ves, ha resultado ser mds grande que el cardinal del conjunto.

- Claro, porque ya sabiamos que card R > card N, entonces ahora tenemos que
card P (N) > card N.

Y qué va a pasar con los otros conjuntos, Maestro? Porque todavia no sabemos que esto
valga para todos los conjuntos, ;verdad?

- No, todavia no, pero jmuy pronto si! Demostremos que siempre ocurre que

card P (X) > card X.

- No se me ocurre cémo pensar en esto, porque no sabemos qué conjunto es X. Qué
dificil. ;La demostracion es parecida a alguna que ya hayamos visto?

- Es una demostracién corta y el argumento muestra, por reduccién al absurdo, que X
nunca puede ser coordinable a 2 (X), con una idea como la de la diagonal de Cantor. A pe-
sar de lo abstracto del tema, creo que no tendrds problema en entenderla. {Comencemos!

- Bueno, si se usa lo del absurdo, entonces creo que va a empezar diciendo “supongamos
que X'y P (X) son coordinables” —dijo Clara, adelantdndose y sorprendiendo al Maestro.

- jAsi es! Me alegro que estés comprendiendo cémo funcionan las pruebas por el absur-
do. Se comienza negando lo que se quiere probar y se debe llegar a una contradiccién.
Supongamos, como dijiste, que X'y P (X) son coordinables. Entonces, existe una co-
rrespondencia biunivoca @ entre ambos conjuntos, es decir @ asigna a cada x € X, un
elemento @(x) € P (X), o lo que es lo mismo, ®(x) es un subconjunto de X. Ademis, si
x # y entonces O(x) # D(y). Por tltimo, todo subconjunto de X debe ser igual a D(x)
para algin x en X. Ahora viene la clave del asunto. Definimos el subconjunto C de X
formado por los x en X tales que x no pertenece a @(x). En simbolos:
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C={feX: xgd(x)}

- Disculpe, me cuesta entender bien cémo es C.

- Vamos a construir C como un subconjunto de X. Tomamos un elemento cualquiera x
en X, y puesto que D(x) es un subconjunto de X podemos hacernos la siguiente pregunta:
;Pertenece x a D(x)? Si la respuesta es afirmativa, entonces incluimos este x en C, si es ne-
gativa lo dejamos fuera de C. Hacemos lo mismo con cada uno de los elementos x de X.

- Ahora sf lo entiendo.

- Bien. Ahora afirmamos que el conjunto C es distinto de todos los conjuntos D (x).
Fijate que esto es como lo de la diagonal. Antes habia muchas filas, y construfamos una
distinta a todas. Ahora hay muchos subconjuntos de X, los ®(x), y construimos uno
distinto a todos ellos. Debemos probar que:

C # ®(x) paratodoxen X
ésta es nuestra afirmacidén.
- 4O sea que C no va a poder ser ninguno de los subconjuntos ®(x)?

- Exacto. Y esto muestra que ® no puede ser una correspondencia biunivoca entre X'y P (X)
porque ha dejado elementos de P (X), como C, sin ninguno que le corresponda en X.
¢Estds de acuerdo?

- Si. {Qué bueno! Pero todavia no terminé la demostracién.

- No. Nos falta demostrar nuestra afirmacién. Para ello, nuevamente usaremos el razo-
namiento por el absurdo. Tratd de hacerlo sola.

- Podria intentarlo, aunque, ;no serd demasiado complicado?

- Lo sabrés al final. Debes comenzar negando la afirmacién. Si la misma dice que “Ces
distinto de todos los ®(x)”, entonces ;qué es lo contrario de esto?

- Que hay un ®(x) que es igual a C.

- Bien. Llamemos y al elemento de X que satisface esta igualdad. Es decir, tenemos que:

existe ye X talque ®(y)=C

Ahora, debemos buscar una contradiccién, un absurdo. Piensa que hay dos casos distin-
tos a considerar: (1) y € Co (2) y ¢ C. Recuerda c6mo definimos C.

-Aver... enel caso (1) y € C. Entonces, la definicién de C nos dice que y ¢ @ (y), pero
también sabemos que @ (y) = C, entonces y ¢ C.

Clara se quedé callada. El Maestro la auxilié diciendo:
- Estéds en el caso (1) donde y € C, pero llegaste a que y ¢ C, eso es una contradiccidn,
un absurdo. Ahora debes analizar el segundo caso.

- En el caso (2) tenemos que y ¢ Cy la definicion de Cnos dice que no pasa que y ¢ @ (y),
entonces lo que pasa es que y € D (y).
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- Ahora podés continuar como en el caso (1) -interrumpié el Maestro.

- Si, porque sabemos que @ (y) = C, entonces y € C, y habfamos empezado con y ¢ C,
esto es una contradiccién, jun absurdo! -dijo Clara, riéndose al usar esta palabra.

- Muy bien. Recuerda que comenzamos negando la afirmacién y llegamos a absurdos en
los dos casos, por lo tanto, podemos concluir que la afirmacién debe ser verdadera, que
era lo que debfamos probar. De modo que hemos terminado la demostracién de que no
existe una correspondencia biunivoca entre X'y P (X). Por lo tanto, el cardinal de X es
estrictamente menor que el de P (X), que es lo que nos habiamos propuesto averiguar.
sQué te ha parecido?

- Estoy muy impresionada por los resultados. Me cuesta mucho pensar en X sin saber
qué conjunto es, pero he tratado de imaginarme que era N, y asi creo que mds o menos
lo he entendido. Déjeme que anote bien todo lo que hemos visto hasta ahora.

Luego de una pausa, el Maestro y Clara retomaron la conversacion.

- Fijate que hemos demostrado que siempre se cumple que card P (X) > card X, en parti-
cular, vale que card P (N) > card N, y como también vimos hoy que card P (N) = card R
:qué podemos concluir?

- Que card R > card N, aunque ya lo sabfamos.

- Si, pero podemos tomarlo como la tercera forma distinta de haber demostrado este
hecho. ;Te acordds que te habia dicho que podrias elegir cudl te gustaba mds? ;Cudl de
las tres preferis?

. si X es finito, card P (X) = 2¢ard*:

.card P (N)=cardR;

.card P (X) > card X, en particular, card P (N) >card Ny
por lo tanto card R > card N

Hipétesis del continuo generalizada: dado cualquier
conjunto X, no existe un conjunto Y cuyo cardinal esté
entre el de Xy el de P (X), en simbolos:

no existe Y tal que card X < card Y < card P (X).

- A ver.. la primera fue con las longitudes de los peque-
fios intervalos alrededor de cada niimero real, la segunda
fue la de la diagonal..., las dos me encantaron. Esta ul-
tima me resulta mds dificil, aunque no haya sido larga.

- Me alegro que te hayan gustado las dos primeras. Aunque
la tercera es muy importante, por lo que veremos ahora.

- ¢Vamos a ver algo mds?
- §i, lo dltimo, porque realmente vale la pena. Has-

ta ahora sélo hemos distinguido entre dos tipos de
infinitos: uno es el cardinal de los conjuntos nu-

merables, que se denota [ y se lee aleph cero, y

el otro es el cardinal del conjunto de los ndme-
ros reales, llamado el continuo. Dicho sea de paso, el simbolo del infinito es este: co.
Recuerda que no debemos buscar conjuntos de cardinal entre estos dos porque la hipéte-
sis del continuo dice que no hay, y es indecidible. La versién generalizada de la hipdtesis
del continuo dice que lo mismo ocurre si se toma cualquier conjunto X en lugar de N, es
decir, que no hay conjuntos cuyo cardinal esté estrictamente entre el de X'y el de P (X).
Pero podria haber conjuntos con cardinalidades cada vez mds grandes. ;Qué crees, Cla-
ra? Debes tener en cuenta que probamos que card P (X) > card X, para cualquier conjun-
to X, o sea que para cualquier conjunto, por mds grande que sea, sus partes forman un
nuevo conjunto que tiene mayor cardinal.

- Entonces hay muchisimos infinitos.
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- ¢Qué significa “muchisimos™?
- {Que hay infinitos infinitos!
- iBien! Podrias explicarlo.

- Creo que si. Si empiezo con N tengo un primer tipo de infinito. Después 2 (N) me
da otro infinito, mayor que el primero. Después, puedo tomar partes del segundo con-
junto, y seglin vimos, va a dar otro conjunto con cardinal mayor, serfa un tercer tipo de
infinito, ;no?, y asi sigo, pero no estoy segura que esté bien.

- Si, estd bien. Como dijiste, podemos armar una sucesién de conjuntos con cardi-
nales cada vez mds grandes. Solamente sabiendo que card P (X) > card X, se deduce
que los conjuntos:

N, P (N), P (P (N)), P (P (P (N)),P (P (P (P (N)))), ...
satisfacen que:

card N < card (P (N)) < card (P (P (N))) <card (P (P (P (N)))) < ...

De modo que, en efecto, hay infinitos tipos distintos de infinito. De hecho, no era ne-
cesario poner el conjunto N para tomar sus partes, sino que esto mismo funciona con
cualquier conjunto X.

- Maestro, se ve muy linda la dltima linea con todos esos cardinales distintos.

- {Qué suerte que te gusta!

Este era el tltimo dia de las clases sobre el infinito. Ya casi despidiéndose dijeron:
- ¢Vali6 la pena el esfuerzo, Clara?

- ;Sin dudas! Usted tenia razén: no me ha contestado qué es el infinito, pero lo que me
ha ensefiado es muy interesante. jEstoy muy contenta!

- Cuando algo es tan dificil y misterioso como el infinito, yo valoro cada paso que se
pueda dar hacia su comprensién. Los nuestros han sido pasos pequefos, quizds infimos,
pero al menos nos han dicho algo sobre el infinito, y algo lindo y bien construido.

- Una tltima pregunta, Maestro, que me intriga. En la realidad, ;existe el infinito?

Se produjo un largo silencio. EI Maestro mostré evidentes signos de estar en aprietos.
Quizd estuviera dudando entre contar a Clara sus pensamientos al respecto, o dejar que
ella se formara los suyos propios, sin su influencia; o quizd no sabia la respuesta.

Entonces dijo:
- Es demasiado dificil para mi, Clara, contestar a tu pregunta. Confio que podrds res-

ponderla sola algtin dia.

Problema 3.21. Se definen las partes finitas de un conjunto cualquiera X como el con-
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junto formado por todos los subconjuntos finitos de X. En simbolos:
Si X es finito, entonces “partes finitas de X” coincide con “partes de X”. Pero si X es infinito,

Pf(X) ={A c X: A es finito}

estos dos conjuntos pueden ser muy distintos. Por ejemplo, si X = N, vimos que P (N) es
coordinable con R. Demostrar ahora que Pf(N) es coordinable a N, o sea, es numerable.

[Ayuda. Considerar los subconjuntos de N de un elemento, luego los de dos, luego los de tres,
etc., y recordar que la unién numerable de conjuntos numerables es un conjunto numerable].
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La aritmética de los relojes

Por Paulo Tirao

1. Introduccién.

2. La aritmética del reloj.

3. Los enteros médulo .

4. La aritmética modular.

5. Aplicaciones a la aritmética entera.

6. Las reglas de divisibilidad.

7. Ecuaciones lineales en la aritmética modular.
8. Residuos cuadriticos.

9. Los cédigos de Julio César.

0 4.1. Introduccién

El médico:
Ahora son las 10 de la mafana. Tome la préxima pasti-
lla a las 2 de la tarde, y luego una cada 8 horas.

El paciente:

OK. Entonces tomo la préxima a las 2 de la tarde,
luego alas .... 2 mds 8 ... eso es a las 10 de la noche,
otraalas 10 mds 8 ... a las 6 de la manana, después a

las 6 mds 8 ... 14, jah! de nuevo a las 2 de la tarde. Entonces sigo
as: a las 2 de la tarde, a las 10 de la noche y a las 6 de la mafana.
Muchas gracias (ver figura 4.1). Hasta luego.

Una cada

iQué manera de sumar! ;Asi que 10 + 8 = 62 ;Qué bonito!
Bueno.... Si, en la aritmética del reloj si.
J

No es dificil encontrar otras situaciones donde esta aritmética:
la aritmética del reloj, ciclica o modular, aparece naturalmente.

El médico:

Bueno, hoy es martes. A ver..., vuelva entonces en 10 dias.

El paciente:

Muy bien. No hay problema. Hoy es martes, en 10 dias serd..., perfecto viernes. Es-
taré desocupado. Muchas gracias.

La aritmetica de los relojes
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Figura 4.1

iQué manera de sumar! Asi que martes +10 = viernes. {Qué bonito!
Bueno.... Si, en la aritmética de la semana si.

Si le ponemos ntimeros a los dias de la semana, empezando con domingo = 0,
lunes = 1, martes = 2, etc., resulta que martes + 10 = 2 + 10, que ya sabemos
da viernes = 5. Es decir, en la aritmética de la semana 2 + 10 = 5.

A esta altura también podemos contestar correctamente cudnto es 2 + 10
en la aritmética del reloj, y cudnto es 10 + 8 en la aritmética de la semana.

Recopilando
En la aritmética del reloj 10+8=6 2+10=0.
En la aritmética de la semana 10+8=4 2+10=5.

El resultado cambia cuando pasamos de la aritmética del reloj, que
tiene 12 horas, a la aritmética de la semana, que tiene 7 dfas. De hecho,
podemos ubicar los dias de la semana como las horas de un reloj de 7
horas. Dispuestos asi, vemos que la aritmética de la semana y la de este
reloj de 7 horas, son muy parecidas.

Como veremos mds adelante esta aritmética ciclica o modular
aparece como herramienta util en situaciones en las que, quizd, no
lo sospechdbamos. Sin embargo, esto no sorprende demasiado a un
matemdtico. En efecto, una vez que comprendemos una situacién dada,
entendemos su estructura y sus leyes, entonces podemos crear una teorfa
que cobra vida propia. Es frecuente, que no sélo sirva para explicar el fenémeno original
que le dio vida, sino que encuentre utilidad en muchas otras situaciones preexistentes, o
en situaciones y modelos creados basados en esta teoria.

En este capitulo nos familiarizaremos con estas aritméticas hasta ser capaces de hacer
cuentas como sumas, restas y multiplicaciones, de la misma manera que lo hacemos en
la aritmética tradicional. Daremos un marco formal y riguroso con ideas matemdticas
sencillas, pero fundamentales. Marco que permite que esas ideas se puedan extender y
generalizar a otras aritméticas dentro de la matemadtica.

Mis adelante, veremos aplicaciones mds sofisticadas como las reglas de divisibilidad.

También incluiremos una seccién dedicada a la teoria de c6digos. Desde muy temprano
en la historia, la aritmética modular estuvo ligada a la construccién de codigos para el
envio de mensajes secretos. Se le atribuye a Julio César el invento de uno de los primeros
codigos que usaron los ejércitos romanos por largo tiempo de forma efectiva y exitosa.
Estos cédigos se basan en la aritmética modular.
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0 4.2. La aritmética del reloj

Todos tenemos alguna experiencia en hacer cuentas con horas o con
los dias de la semana. Por esto exponemos directamente el tema y en la
préxima seccién veremos los aspectos formales y mds rigurosos.

La aritmética del reloj de 12 horas

Comencemos repasando la aritmética del reloj usual. Supongamos que
queremos sumar 9 mds 7. Empezamos sumando “normalmente”. Si

Entonces, 9 + 7 =

Ahora, para ver el resultado en el reloj enroscamos esa recta, y vemos que
el resultado es 9+7=4 (ver figura 4.2).

: Regla. Para sumar dos horas primero se suman normalmente y si este niimero es
¢ mas grande que 12, el resultado final es solo lo que se pasa de 12. :

Es decir, se suman las dos horas normalmente, y luego si es necesario se resta Figura 4.2
: unavez 12. :
2+8=10 3+11=2 5+7=0 3+8=11 9+11=8

Para evitar confusiones, acordamos que las 12 horas son: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
y 11, es decir usaremos la hora 0 y no la hora 12.

Antes de continuar, introducimos una nueva notacién para indicar que estamos usando
la aritmética del reloj, u otra tan rara como ésta, y asi evitar lo extrano que resulta por
ejemplo laigualdad 9+ 7 =4. ... .

: Notacion. Usaremos el simbolo = para denotar igualdad en :

Intentemos sumar tres 0 mds  © gsia aritmética. Asi9+7 =4 en la aritmética del reloj,
ntmeros en esta aritmética.

2+8+3=(2+8)+3 3+11+4=(3+11)+4 5+7+7=(5+7)+7
10+ 3 =2+4 =0+7
=1 =6 =7

La suma de varios sumandos se hace paso a paso, al igual que la suma usual de enteros.
Esta suma de varios sumandos también se puede hacer asi:
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Regla. Para sumar varios nimeros en la aritmética del reloj, se suman todos los sumandos normal- :
: mente, y si este nimero es mas grande o igual que 12, se resta 12 la cantidad de veces necesaria :
: hasta obtener un numero entre 0y 11. :

Veamos c6mo se resta. Para esto es util pensar en el reloj y en la resta de horas. Por
ejemplo, si ahora son las 4, ;qué hora era hace 6 horas?

4-6=10 9-5=4 1-4=9 7-6=1 2-2=0

La resta se hace normalmente vy, si es necesario, se suma 12 para obtener un nimero
entre 0y 11, y tener asi una de las 12 horas posibles.

Volviendo al reloj, podemos decir que la suma se realiza en sentido horario y la resta en sentido
antihorario. Si nos abstraemos del reloj, tanto la suma como la resta se hacen de la misma forma.

: Regla. La sumay resta de varios sumandos en la aritmética del reloj se hace normalmente, y luego :
i se suman o restan miltiplos de 12 hasta obtener un niimero entre 0y 11. :

6+9-3=0 4-11+2-1=6 10+8-7+5=4 4+11-3-9=3 1-10+1-3=1

Hastaaquiun primeracercamiento alaaritmética del reloj. Ahora, podriamos preguntarnos:
¢qué pasarfa en un reloj de 8 horas? ;Y en uno de 10 horas? Por suerte, nada raro.

La aritmética de otros relojes y la aritmética de la semana

El hecho de que hayamos comenzado con un reloj de 12 horas no es determinante,
porque podriamos haber desarrollado una aritmética similar en cualquier otro reloj. No
s6lo en uno que marque las 24 horas, sino también en relojes que no existen como tales,
como por ejemplo uno de 9 horas u otro de 17 horas.

En la aritmética de un reloj de 9 horas

6+8=5 4+11+2=8 3+4-5=2 4-7=6 8+4-6=6

En la aritmética de un reloj de 17 horas

6+8=14 4+11+2=0 3+4-5=2 4-7=14 8+4-6=6

En ambos ejemplos usamos el signo = para denotar igualdad en estas dos aritméticas
distintas como lo habiamos usado en la aritmética del reloj de 12 horas. En todos estos casos
estaba claro de cudntas horas eran los respectivos relojes, por eso el uso del mismo simbolo
no causa ninguna confusién. Si el contexto no es claro usaremos una notacién mds completa.
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: Notacién. Para decir que “6 + 8 es igual a 5 en la aritmética de un reloj de 9 horas”, diremos
i “p+8es congruente a 5 modulo 9”. Y escribiremos “6 +8=5mod (9)". :
Otro ejemplo conocido, es el de la aritmética de la semana. En esta aritmética sabemos sumar
martes + 2 dias, domingo + 3, y sabemos restar miércoles — 1. En efecto, sabemos hacer esto
porque esta aritmética es la misma que la aritmética de un reloj de 7 horas. Basta convenir en
cémo ordenar los dias de la semana en un reloj de 7 horas. Convengamos entonces en poner:
domingo = 0, lunes = 1, martes = 2, miércoles = 3, jueves = 4, viernes = 5 y sabado = 6.

Entonces:

Martes + 5 dias =2 + 5= 0 mod (7). Entonces, si hoy es martes en cinco dfas serd
0 = domingo.

Martes + 11 dias =2 + 11 = 6 mod ( 7). En once dias serd 6 = sabado.

resolver
4.2 Calcular 10 + 6 - 3 + 11 en las aritméticas médulo 12, 15, 18 y 22. 3

4.1 Hacer las siguientes sumas y restas: 4 + 3 -2 mod (6) 10 +9 -4 mod (11) Para <\\

4.3 Sumar 10 + 10 + 10 +....., diez veces en la aritmética médulo 11, 12 y 20.

44 Calcular 1 +2 +3 +...+ 98 + 99 + 100 mod ( 2 ). Ayuda: en la aritmética médulo
2 hay sélo dos ntimeros 0 y 1.

4.5 Calcular 3 + 3 +...+ 3 mod (9 ). Ayuda: el resultado depende de la cantidad de

sumandos. Mds atin hay sélo tres respuestas posibles.

4.6. Demostrar que si 72 es impar, entonces 1 +2+3 +...+ (m-1)+ m=0mod (m)

0 4.3. Los enteros modulo m

En esta seccién presentaremos la construccion formal de la aritmética modular,
que es el marco adecuado para describir el contenido de la seccién anterior.
Este marco también permite ampliar nuestras capacidades para definir otras
operaciones, por ejemplo: la multiplicacién modular.

Karl Friederich Gauss, el principe de las matemdticas, concibié y desarroll6
sistemdticamente estos conceptos. Una de sus obras maestras, Disquisiciones
Arithmeticae estd dividida en siete secciones, de las cuales varias estin dedicadas
o relacionadas con la aritmética modular.

I.  Numeros congruentes en general.
II.  Congruencias de primer grado.
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111 Residuos de potencias.
DISQVISITIONES Iv. Congruencias de segundo grado.

V. Formas y ecuaciones indeterminadas de segundo grado.
ARITHMETICAE VI Varias aplicaciones de las discusiones precedentes.
VII.  Ecuaciones definiendo secciones de un circulo.
Multiplos y divisores

aversae

Tomemos para empezar el nimero 5. Los multiplos enteros de 5 son: 5, 10,

D. CAROLO FRIDIRICO GAVSS 15, 20, 25, 30, 35, ... el 0 y también -5, —10, — 15, —20, 25, -30, -35, ...
T
e \ Los primeros, resultan de multiplicar 5 por 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc; el 0 es
0 multiplo de 5 porque 5. 0 = 0, y los tltimos se obtienen multiplicando
=T 5 por -1, -2, -3, 4, -5, —6, -7, etc. Recordamos que el conjunto de los
LIPsIaE nUmeros enteros es:

B famatanid advh Cinn Fidiveman, foa

s Z={--4-3-2-10,--1,234,}

Formalmente, el conjunto de todos los multiplo de 5 es:

l, ={k5:keZ}

El conjunto de todos los multiplos de un entero m cualquiera es:

I, ={km:keZ}
Observaciones 1) El conjunto de multiplos de 72y el conjunto de mltiplo de - mz, son iguales. Es decir, / =1
& 2) El conjunto de multiplos del 0 tiene un sélo elemento, el 0. El conjunto de multiplos
del 1 es el de todos los enteros. Es decir, 1, = {0}y I, = Z.

3) Los conjuntos / , con m distinto de 0, son todos coordinables, es decir tienen la misma
cantidad de elementos. En efecto la funcién F de Z en los multiplos de m que le
asigna al entero % el multiplo de m, km es claramente una biyeccién. Es decir, es una
asignacién biunivoca que asigna a cada entero uno y sélo un multiplo de 7, y tal que
todo multiplo es asignado a algin entero. Asi podemos referirnos sin ambigiiedad al
tercer multiplo de 21, el 63, o al séptimo multiplo de 13, el 91.

4) Si dibujamos los maltiplos de distintos 72 en la recta, veremos que los dibujos resultan
del mismo tipo. De hecho, si lo mirdramos desde muy lejos dirfamos que son iguales.
La tGnica excepcidn es el caso de los multiplos del 0.

Si graficamos los multiplos de un niimero dado en la recta (Figura 4.3), cualquiera sea
el nimero, el gréfico se ve asi:

—0—0—0—0—0—0—0—0—¢—0—0—0—0—0—0—0—0—

0 Figura 4.3
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De la definicién de multiplos, se sigue que un entero # es multiplo de otro m, sir € I ,
es decir si existe un entero £ tal que 7 = & m. Esta definicién alternativa de maltiplo de un
ntimero nos permite definir de manera similar el concepto de divisor.

Definiciones. Un entero res miltiplo de otro m, si existe un entero ktal que r= km.
Un entero s es divisor de otro m, si existe un entero ktal que m=ks.

Notar que s es divisor de 7 exactamente cuando m € I .

El conjunto de multiplos de un entero fijo 7 tiene propiedades respecto de las operaciones de
sumay producto de nimeros enteros que hay que destacar. Cuando decimos suma consideramos
también la resta como parte de la suma, ya que 2 menos & es lo mismo que @ mds — b.

Proposicion. Sea m un entero fijo. entonces:

¢ 1.la suma de dos miltiplos de m, es un multiplo de m,
2. el producto de un miltiplo de m por un entero cualquiera r, es un maltiplo de m.

Es decir, el conjunto /_ de miltiplos de mes cerrado para la suma (y la resta) y es absorbente para
el producto, ya que basta que un factor esté en / para asegurar que el producto también esté.

Demostracién. Tomemos dos multiplos de #2. Supongamos que estos son am 'y bm. Luego,
susuma es am + bm = (a + b) m, que es también multiplo de 72 . Ademds, el producto de
uno de ellos am y un entero cualquiera ¢, es (am ) ¢ = (ac) m, que es multiplo de 7.

Los dias de la semana

Volvamos a la aritmética de la semana. El siguiente dibujo representa un periodo de tiempo en
el que cada punto es un dia. Hemos pintado los domingos color rojo, los lunes de color azul y el
resto de los dias de la semana de un color distinto cada uno. Asi todos los dias quedan repartidos
en siete subconjuntos, cada uno formado por los puntos de un mismo color (Figura 4.4) . Es
decir, el primer subconjunto es el de los dias domingos, el segundo el de los dias lunes, etc.

0000000OOO0OOOOOODOOOOOOOOOOOOOODOOODODOOODOOOOOOO

0 0 0 0 0 0

Figura4.4
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Si numeramos los dias comenzando con domingo = 0, lunes = 1 y asi hasta sibado = 6
entonces, este dibujo muestra una particién del conjunto de todos los enteros en siete
subconjuntos. Desde el punto de vista de los maltiplos, los dias domingo 6 puntos rojos
del dibujo son exactamente todos los multiplos de 7; mientras que los dias lunes 6 puntos
azules son todos multiplos de 7 mds 1. Los dias lunes estdn en las posiciones 1, 8, 15, 22,
29, etc. Los dias martes en verde son todos dos unidades mds grandes que un multiplo de
7, éstos son 2, 9, 16, 23, 30, etc. Reciprocamente, si estamos en una posicién dada para
determinar qué dia de la semana corresponde basta medir cudnto se pasa de un maltiplo de
7. Si estamos en la posicién 67 hacemos: 67 =7 . 9 + 4, y vemos que estamos en el dia 4
de la semana, es decir en miércoles.

Conclusion. El resto de la division de mpor 7,
determina el dia de la semana (o el color) que
le corresponde a men este dibujo.

La divisién entera

Antes de seguir avanzando es necesario
recordar qué es la divisién entera. Es
aquella divisién con resto.

© Teorema. Dado dos enteros my n, ndistinto de 0, existen
Demostracion: Si m = 0, ya estd. Unicos enteros qy r,con 0< r<| n|tales que m=qn+r.
Basta tomar ¢ = 0 y 7 = 0 indepen- : Elentero gesel cociente de mdividido my res el resto.
dientemente de 7. Ademds, estaesla ...
tinica eleccion posible. Supongamos
ahora que tanto m como # son naturales, es decir mayores que 0. En este caso, consi-
deremos los multiplos positivos de 7 : n, 2n, 3n, 4n, ... etc. y seleccionemos sélo los
menores o iguales que m, supongamos que son #, 2n, 3, ...., gn. Entonces, m — g n
es mayor o igual que 0 y menor que #, de lo contrario el siguiente multiplo de n,
(g + 1) n, seria todavia menor o igual que m. Asi, si tomamos 7 = m — g n resulta lo que
queremos: m = g n + r en las condiciones requeridas (ver figura 4.5).

qn r
| | | | | |

|
I I
0 n 2n gn rL (g+1)n

Figura 4.5

Ahora, si el divisor # es negativo, dividimos m por — 7 que es positivo; asi tendremos
que m = ¢ (—n) + r. Pero entonces tenemos que m = (— g ) n + r, es decir el cociente
es — qy el resto el mismo 7.

Si m es negativo, dividimos — m, que es positivo, por # que podemos suponer positivo;
asi tendremos — m = q n + r. De aqui resulta m = — g n — r, con — r negativo; como
0<r<mtenemosque 0 <z—-r=<n.
Sim—r<mnponemosm=—gn-n+n—-r=(-q—-1)n+ (n—-r)yvemos que ésta
es la expresion deseada con #’ = n — ». Si, en cambio, es 7 — 7 = n, es decir si # = 0, no
hacemos nada y escribimos m = — g .

Finalmente, veamos que g y 7 son tnicos en las condiciones exigidas. Supongamos que
m =g n+ryque también m = p n + s, entonces tendremos g z + 7 = p n + 5. Entonces,
qn—pmn=s—r, pero esto no es posible ya que s — 7 es en valor absoluto menor que 7,
mientras que g n—p n = (g —p) n es en valor absoluto siempre mayor que #, salvo que
sea 0. En este caso es ¢ = p, y luego resulta s = 7.
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En la divisién entera: Observaciones

* el resto es siempre positivo o 0;

¢ ¢l cociente puede Ser un entero negativo;

* no hay restricciones sobre el signo de m y n. Es decir, podemos dividir un nimero positivo
por uno negativo, uno negativo por uno positivo o uno negativo por otro negativo;

* nes multiplo de m, siy s6lo si el resto de la divisién de # por m es 0.

Dados dos enteros m y # cualesquiera ( # distinto de 0 ), dividir 7 por # es encontrar
los enteros g y  que da el Teorema. Como ambos son tnicos, en las condiciones del
Teorema, toda vez que se haga la divisién se obtendrd el mismo resultado. Esto que
parece una trivialidad, es una trivialidad. Por lo tanto, cuando dos personas obtengan
resultados distintos para una misma divisién, al menos uno jestd equivocado!

e Ladivisionde 13 por3es: 13=4.3 +1

e Ladivisionde 13 por—3es: 13=(-4).(-3) +1
e Ladivisionde—13 por3es:—13=(-5).3 +2

e Ladivisionde—13 por—3es: —13=5.(-3) +2

4.7 Calcular: 3 dividido 13 ; — 3 dividido 13 ; 3 dividido — 13 ; — 3 dividido — 13.

4.8 Supongamos 7 es un entero distinto de 0. Calcular: 0 dividido #; z dividido #; — » dividido #;
n dividido — #; — n dividido — 7. Notamos que —  es el opuesto de 7, que no necesariamente
es negativo. El signo de — 7 es el opuesto que el de 7. Si # = — 13, entonces — # = 13.

4.9 Supongamos que # es un entero distinto de 0. Calcular: # dividido 2#; — # dividido
2n; 2n dividido #; — 27 dividido 7.

El mdximo comun divisor

Presentamosa continuacién unadefinicién formal de méximo comun divisor y enunciamos algunas
propiedades basicas que necesitaremos mds adelante, y que quizd no resulten tan familiares.

: Definicién. Sean ay b enteros no nulos. El maximo comin divisor de ay b es el mayor natural d que
¢ divide a ambos. Se denotad=(a, b).

Algunas observaciones y propiedades elementales sobre esta definicién.

e El miximo comtn divisor es simétrico, es decir (a, &) = (b, a).
e Se puede tomar mdximo comun divisor de enteros positivos y negativos.
e El mdximo comin divisor de dos enteros es siempre mayor o igual que 1.
® (1, b) =1, para todo entero & no nulo.
o (a)b) =(_a)b)

= ( a, — b )
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Ejemplos

=(—a,—b), para todo par de enteros @ y & . Recordamos una vez mis que —a es el
opuesto de @y, por lo tanto, no es necesariamente negativo; puede ser @ = —4 y asi —a = 4.

Calculemos el méximo comin divisor de 21 y — 12. Comenzamos listando los divisores
positivos de cada uno de ellos.

Los divisores positivos de 21 son: 1, 3, 7 y 21.
Los divisores positivos de — 12 son: 1, 2, 3, 4, 6y 12.

Ahora, listamos los divisores positivos comunes; estos son: 1 y 3. Por lo tanto, y de
acuerdo a la definicién, el médximo comun divisorde 21y —12es (21 ,-12) = 3.

Proposicion. Sean ay b enteros no nulos. Sea dun entero positivo que divide a ambos, tal que si d es
otro divisor comiin positivo de ambos, d divide a d. Entonces d es el maximo comin divisor de ay b.

Demostracién. Por hipétesis, d es un divisor natural comtin. Mds ain, como es divisible
por cualquier otro divisor comun positivo se sigue que es el mayor de éstos. Luego, d
satisface la definicién de médximo comin divisor.

Continuamos con otro resultado que caracteriza al mdximo comun divisor de otra
manera y que nos serd Gtil mds adelante.

Proposicion. Sean ay b enteros no nulos. El maximo comiin divisor de ay b es el menor entero positi-
vo que es combinacion lineal entera de ay b. Es decir, el menor entero positivo que se puede escribir
de laforma d=ma+ nbcon my nenteros.
Demostracién. Veamos primero que d divide a @y divide a b, es decir que es un divisor comin
de ay b. Dividiendo & por d tenemos que @ = g d + r con  positivo y menor que d o igual a 0.
Dividiendo & por d tenemos que & = p d + s con s positivo y menor que d o igual a 0.

Supongamos que 7 es distinto de 0, entonces 7 = @ — g d es positivo y menor que d, y ademds

r=a-qd
=a-q(ma+nb)
=a-qma-qnb

=(l-gqm)a-(qn)b

Asi, d no es el menor entero positivo que se escribe como combinacién lineal entera de 2
y b. Luego r = 0 y d divide a a. Andlogamente, se muestra que s = 0y d divide a b.

Finalmente, si d’ es un natural que divide a @ y b, entonces divide a d, puessia=d’e
y b = d’f, entonces:

d=ma+nb
mde+ndf
d(me+nf)
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Ahora, la proposicion anterior asegura que d es el mdximo comun divisor de 2y b.
Los enteros médulo m: Z

Recordemos el caso de los dias de la semana. Pintamos cada dia con un color distinto: los
domingos de rojo, los lunes de azul, etc. En ese caso el nimero relevante era el 7. Ahora, en vez
de 7 tomaremos cualquier entero 7 mayor que 1. Es decir m puede ser 2, 3, 17, 24 6 1.245.

Para los dias de la semana habfamos partido el conjunto de todos los enteros en
los siete subconjuntos de dias posibles. El conjunto de todos los dias resultd ser la
unién disjunta del subconjunto de todos los domingos, unién de todos los lunes,
unién de todos los martes, etc.

Ahora, si en vez de 7 tenemos m, el conjunto de todos los enteros queda
partido como unién disjunta de m subconjuntos: el subconjunto de
multiplos de m, el subconjunto de multiplos de 7 corrido en 1 o multiplos de m mds
1, el subconjunto de multiplos de m mds 2, etc., hasta terminar con el subconjunto de
multiplos de 72 mds m — 1.

Supongamos 7 = 5. Entonces:
z=4.,-15,-10,-5,0,5,10,15,20,..}U{..,-14,-9,-4,1,6,11,16, 21, .. }U
{.-13,-8,-3,2,7,12,17,22,.}JU{..-12,-7,-2,3,8,13,18,23,..} U
{.-11,-6,-1,4,9,14,19,24,.}

En general, para un m cualquiera tendremos, como ya dijimos, 2 subconjuntos. El primero
es el de los multiplos de 7, el segundo es el de todos los enteros cuyo resto en la divisién por
m es 1, el tercero es el de los enteros con resto 2 en la divisién por m, y asi sucesivamente.

Particiones y equivalencia

Regla. El resto de la division por m decide
Tener una particion deun conjunto y tener, : en qué subconjunto estara un entero dado.

en ese conjunto, unarelaciéndeequivalencia
es lo mismo.

Recordemos

* Una particidn de un conjunto A4 es una familia de subconjuntos 4, no vacios
y disjuntos, tales que su unién es todo el conjunto. En el dibujo, vemos una
particién de A4 en seis partes.

* Una relacion de equivalencia en A, es una relacion binaria reflexiva, simétrica
y transitiva.

Dada una particion de A, definimos la relacién ~ diciendo que @ ~ &si @'y b estdn ambos en
una misma parte. Es muy ficil verificar que esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva.
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Reciprocamente, dada una relacién de equivalencia - en 4, las partes de A4 son las clases
de equivalencia de la relacién. Es decir, cada parte estd formada por todos los elementos
relacionados con uno dado.

La relacién de congruencia médulo 7

Definicion. Dado un entero m> 1 diremos que dos enteros ay b son equivalentes modulo m, siay b :
tienen el mismo resto en la division por m. En este caso escribiremos a= b mod ( m). :

Esa definicién es equivalente a esta otra.

a=bmod (m) sia-—b es multiplo de m.

Demostracién. En efecto, si 4 y b tienen el mismo resto en la divisién por m, entonces
tenemos que 2 =g, m +ryque b=q,m + 1, luegoa—b=qm—q,m=(q,—q,) m.
Esto muestra que @ — b es un multiplo de m.

Reciprocamente, si « tiene un resto 7, en la divisién por 7 y b tiene resto 7,, y a— b es mltiplo de
m, entonces tenemos que 2 =g, m +r,yque b=q,m +r, luegoa-b=(q,—q,) m+ (r,—r,).

Pero como a — b es miiltiplo de 7, entonces 2 — b — (g, q,) m = (r,—r,) es miltiplo de m,
pero esto es s6lo posible si 7, — 7, = 0 y luego 7, = 7, como querfamos.

Proposicion. La relacion = mod ( m) es de equivalencia. Las clases de equivalencia estan formadas
por los enteros con el mismo resto en la division por m.

Demostracién. La relacién de congruencia médulo m es claramente reflexiva y simétrica,
ya que  tiene el mismo resto que & en la divisién por m y, si @ tiene el mismo resto que
b entonces b tiene el mismo resto que @. Veamos que es transitiva. Sean @ y b con el
mismo resto en la divisién por m y sea ¢ con el mismo resto que & en la divisién por m .
Entonces el resto de a y el resto de ¢ en la division por m son iguales.

Con lo que sabemos ahora, podemos afirmar que para el caso de los dias de la semana,
la particién de todos los dias, en dias domingo, lunes, martes, etc. es la misma que da la
relacién de equivalencia = mod (7).

Llamaremos conjunto de enteros médulo 7z El conjunto de clases de equivalencia de la
al conjunto Z . Este conjunto sélo tiene relacion =mod (m) se denota Z,, :
ClCIIlCIltOS. Cada Clemento de este ConjuntO es R R R TR T T R T T
un subconjunto infinito de enteros, es toda una clase de equivalencia de la relacién = mod (m2).

Losenteros 0, 1,2, 3, ....,m—1 pertenecen a clases distintas y, por lo tanto, son un conjunto de
representantes de todas las clases. Usualmente elegiremos estos representantes. Como notacién
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usaremos simplemente & para referirnos a su clase (esto no causard confusién porque del contexto
quedari claro si nos referimos al entero « o la clase de congruencia de 2 médulo 7). De todas
formas, para referirnos a la clase de un entero cualquiera @ también podemos usar [4].

Para el caso de los dias de la semana, tomar clase es preguntarse qué dia de la semana cae un cierto
dia. Identificar si ese dia es lunes o miércoles es determinar su clase de congruencia médulo 7.

Veamos otros casos. Tomemos m = 15 y analicemos qué es Z,.. Sabemos que Z  es un
conjunto con 15 elementos, cada uno de sus elementos es un subconjunto infinito de
enteros que tienen un mismo resto en la divisién por 15. Asf los enteros 1, 16, 31 y 46
estin en un mismo subconjunto. Esto se resume diciendo que:

1=16
=31
=46 mod (15)

Cada uno de estos 15 conjuntos tiene un miembro distinguido. Estos son: 0, 1, 2, ...,
14. Luego, para identificar a qué clase pertenece un entero dado basta decir con cudl de
éstos comparte clase. Asi, para identificar la clase a la que pertenece el 1.542, basta decir
1.542=12 mod (15). PP PP :

* Aclaracion que aclara. Cuando decimos calcular la clase de :

Veamos algunos ejemplos simples. i congruencia de un entero dado amadulo un mdado, debemos
Tomemos los ndmeros 247y—58 y ¢ encontrar el inico de los enteros 0, 1, 2,..., m—1 que es con- :
calculemos sus clases de congruencia i gruente con a modulo m. Esto no es otra cosa que calcular el :
médulo 2, 3,5, 9 y11. resto de la division de a por m. :
247=1mod (2) —-58=0mod (2)
247=1mod (3) —-58=2mod (3)
247 =2mod (5) —-58=2mod (5)
247 =4mod (9) —-58=5mod (9)
247 =5mod (11) —-58=8mod (11)
4.10 Calcular las clases de congruencia médulo 7 de los siguientes enteros: 13 , — 18 , 1.743. Para =
resolver \\\

o

4.11 Encontrar un nimero entre 23 y 29 que sea congruente a 1 médulo 5. g

Suma y producto médulo m

De la misma forma en que sumamos horas en el reloj de 12 horas y dias de la semana
podremos sumar enteros médulo 7. Mds aun, podremos también multiplicarlos.

Para sumar o multiplicar dos enteros mo- i pefinicion. Dado un entero m mayor que 1y da- :
dulo 7 se toma un representante de cada : dos[aly[hlen Z_, definimos la suma de enteros
uno, se suman o multiplican, y finalmente i modulo mpor[al+[b]=[a+b],yelproductode :
se considera la clase del resultado. : enteros modulo mpor[al.[b]=[a.b].
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Ejemplos

Para
resolver

Propiedades

S,

6+5=3mod(8) 6+5=1mod(5) 6+5=2mod(3)
6.5=6mod (8) 6.5=0mod (5) 6.5=0mod (3)

4.12 Decir si es correcto o no:
23=3mod (8) 42=1mod (7) —37=1mod (3)
4.13 En todos los casos encontrar el menor & no negativo que verifique la identidad planteada:

76=xmod (8) 83=xmod (7) —22=xmod (3)

0 4.4, La aritmética modular

La suma y el producto de los enteros médulo # son operaciones heredadas de la suma y el
producto de los enteros. Lo mismo sucedi6 con la aritmética del reloj o la aritmética de la semana.
Las propiedades bésicas, que listamos a continuacién, son heredadas de las correspondientes
propiedades de la aritmética de los enteros.

Sea m un entero, m > 1. Entonces, la suma y el producto de enteros mddulo m tienen las
siguientes propiedades.

. La suma es asociativa.

. La suma es conmutativa.

. La clase del 0, [0], es el elemento neutro para la suma.

. Toda clase [4] tiene un opuesto para la suma [m — 4] que llamamos — [4].
El producto es asociativo.

. El producto es conmutativo.

. La clase del 1, [1], es el elemento neutro o identidad para el producto.

. El producto es distributivo respecto a la suma.

00 N O\ WA W0 N

A modo de ejemplo, veamos como se demuestran algunas de esas propiedades.
Para la suma (el resto se deduce de manera andloga):

* asociatividad de la suma: ([a]l+[b6])+[cl=[a+b]l+]c]
[(a+b) +c]
[a+(b+¢c)]
[a]l+([b+c])

*opuesto paralasuma: [2] + [-a]=[a-a]=[0].Ademds [m-a]l=[-a].
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Hasta aqui, las analogias con la aritmética de los nimeros enteros. Ahora, veamos que hay
algunas diferencias. Por ejemplo, en Z, 6 + 6 = 0 . Esto no pasa en los enteros. Nunca
obtenemos 0 sumando un mismo nimero dos veces. En general, en Z si sumamos m
veces 1 obtenemos 0, es decir 1 + 1 + ...+ 1 = 0 si hay m sumandos. Por otro lado, por
ejemplo en Z, 4. 4 = 1, es decir 4 al cuadrado es 1, y también 3 . 2 = 1. Hay ntimeros
distintos de la identidad o su opuesto que son inversibles para el producto. En cambio,
para el producto de enteros los tinicos inversibles son el 1 y su opuesto el — 1.

Para los enteros, se puede aprender de memoria las tablas de multiplicar del 2, del 3, etc.,
hasta la del 10. Pero, como los enteros son infinitos, es imposible saber de memoria todas
las tablas de multiplicar. En cambio, para los enteros médulo s, sélo hay una cantidad
finita de tablas que aprender, porque es finita la cantidad de enteros médulo m.

A continuacién, mostramos las tablas de suma y multiplicacién completas, es decir para
todos los enteros médulo m juntos, para algunos valores pequenos de m.
Tablas de suma y multiplicacién de Z param:2 ... 8

Z:[+]o]1 Z:[+Jof1]2 Z:[+]o[1]2]3
001 0fof[1]2 o[o[1]2]s3
1110 T[1]12]0 1112130
2] 2 1
041 - 333[1)2
0 oo 0[1]2
1o 0fofofo Jof1]2]3
1o 1] ofofofa]o
2021 1Jof1[2]3
2ol 2]0]2
3fof3]2]n
Z: [ +Jo[1]2][3]4 Z:[+]o]1]2]3][4]5
ofo[1]2]3]4 ofo[1]2[3]4]s
112340 1[1][2][3]4]5]0
22340 2 2[3]a[s5]0]n
3[3]4fo]1]2 3345012
4[afof1]2]3 slafs5]o[1]2]3
s 5[of1[2]3[4
0o[1[2]3]4
ofofofofo]o Jo[1]2]3]4]s
1o 1[2]3]4 ofofofofofo]o
2o 2[4]1]3 1Jof[1[2]3]4]s
3[of3[1]4]2 2o 24024
slofal3]2]1 3lof3[ao[3]0]3
4042042
5 o[5[4[3]2]1
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Z:[+[ol1]2]3]4a]5]6 Zo:[+Jo[1]2]3]a]5]6]7
0jo[1][2][3][4a]s5]s ofof1[2][3]4als5][6]7
1[1]2]3]a]s5]6]0 1[1]2]3]a]s5]6[7]0
223 4als5][6]0]n 223456701
3[3[4fs5][6][0]1]2 33|als[6]7]0of1]2
slals]e[o]1]2]3 alals]e[7]o]1][2]3
5 5[6[0[1[2]3]4 5(5[6[7[0[1[2]3]4
6|6[0o[1[2][3]4]s 6[6[7[0[1][2][3]4]s

TS 506 7701 [2]3]4]s5]6
0/ofofofofofo]o Jo[1[2a[3[a[5]6]7
1lol1]2]3]4]5]6 ofofofofofof[ofo]o
2ol 2]4al6][1]3]5 1lof1]2]3]als5]6]7
3[of[3][6f[2][5]1]4 2(of2[af6fof[2]4a]s
sfofal1[s5[2]s6]3 3fof[3[6[1[a[7]2]s
5 053] 1][6]4a]2 afo[afo[afofafo]s
6|o[6[5[a[3]2]1 5| ofs[2[7]4a[1]6]3

6|o[6[a[2of6][4a]2
7ol 765 al3]2]n

Cada una de estas tablas tiene sus propias regularidades, que se distinguen a simple vista. Ademds,
el conjunto de tablas tiene también otras regularidades que son algo mds dificiles de explicitar.

Con las tablas a mano, discutamos sobre estas regularidades.
Pares y nones

Las tablas de Z, no son mds que las reglas de sumar y multiplicar pares e impares. En
efecto, los enteros pares son exactamente los congruentes a 0 médulo 2, y los impares son
exactamente los congruentes a 1 médulo 2. Entonces, par + par = par, par + impar = impar e
impar + impar = par. Esto se corresponde con que 0 +0=0,0+1=1y1+1=0en Z,

La situacién con el producto es andloga. Es decir, par . par = par, par . impar = impar e
impar . impar = impar. Esto se corresponde con que 0.0=0,0.1=0y1.1=1enZ,

Regularidad en la tabla de la suma

Es evidente que en las filas de las tablas de la suma aparecen todos los niimeros ordenados y
en forma ciclica. Mds aun, entre una fila dada y la préxima, la diferencia es un corrimiento
a la derecha en una unidad. Claro, esta tltima fila se obtiene de la anterior sumando 1.

Divisores de cero

En todas las tablas de multiplicacién tenemos que en la primera fila y en la primera
columna son todos ceros, esto es asi pues 0. 2=0y a. 0 =0 para todo a. Lo que llama
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la atencién es que en algunas tablas no hay mds ceros que éstos (digamos obligatorios)
y en cambio en otras hay mds ceros. Por ejemplo, en la tabla de Z, vemos que 2. 2 = 0.
Un par de elementos distintos de cero que multiplicados dan cero, se llaman divisores de

cero. Nos podemos hacer una primera pregunta:
:qué tablas tienen divisores de cero?
Otra pregunta, mds fina aun, es:
scudles son exactamente todos los divisores de cero que hay en Z para cada m 2

Mirando las tablas, observamos que las que corresponden a m = 4, 6, y 8 tienen divisores
de cero, mientras que las que corresponden a m = 2, 3, 5 y 7 no tienen divisores de
cero. Estos ultimos son niimeros primos y los primeros son nimeros compuestos. La
respuesta a la primera pregunta es:

Si mes primo, entonces Z_no tiene divisores de cero.
Simno es primo, entonces Z_ tiene divisores de cero.

Supongamos que @ y & son dos
ntmeros distintos de 0 en Z
con @ b = 0. En primer lugar,
podemos suponer que tanto @ como & son menores que 72, como lo son los elementos de
la tabla. Luego 2 6 = 0 en Z  quiere decir que & & es multiplo de m, es decira b=k m .
Si m es primo, se sigue que 7 divide a @ o m divide a b5 pero como ambos son menores
que m esto no es posible y 7 no es primo.

Por otro lado, si m no es primo, entonces 7 = a.b con a 'y b menores que m, luego en
Z tenemos que 4 b = 0. Es decir, Z tiene divisores de cero.

Unidades
En todas las tablas de multiplicacién vemos algunas unidades. En todas vemos al 1y al
m — 1 como unidades. Esto es porque siempre 1. 1 = 1, ademds siempre m —1 =—1en
Z y—1.-1=1. Ahora en varias tablas aparecen mas unidades.

:Qué tablas tienen otras unidades?
Para aquellas tablas con otras unidades no triviales, es decir distintas de 1 y -1,

scudles son todas las unidades no triviales?

Si hiciéramos muchas mds tablas, verfamos que todas tendrdn unidades no triviales. Sélo
Z, Z, Z, y Z, no tienen otras unidades. Esto se puede deducir se la siguiente verdad.

Un aen Z es inversible siy sélo si (a2, m) = 1.

a'y m se dicen coprimos si el mdximo comun divisor de ellos (a, m ) es 1.
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En efecto, si a es inversible, entonces existe b tal que @ b = 1, en Z . Es decir,
ab—1=Fkmo, equivalentemente, 1 =a b—km . Luego, si d es el mdximo comun divisor
de @ y m, tanto m como a son multiplos de d. Asi resulta que 1 es maltiplo de 4, lo que
s6lo es posible si d = 1.

Reciprocamente, si @ y m son coprimos, entonces 1 = a £ + m s (recordemos que siempre el
méximo comun divisor de dos ntimeros se puede escribir como combinacién lineal entera de
ellos). Tomando clase de congruencia y dado que msesOen Z , resultaque 1 =aten Z

Cuadrados perfectos

Los cuadrados perfectos son aquellos nimeros que aparecen en la diagonal de la tabla
de multiplicacién; son los resultados de hacer @ . @ = 4? para algin a. El estudio de estos
cuadrados perfectos fue, en la historia de la teorfa de nimeros, un hito. Mds adelante en
este capitulo volveremos a esto bajo el titulo La Reciprocidad Cuadritica.

Para 4.14 Mirando las tablas de multiplicacidn escritas mds arriba, listar los cuadrados
resolver perfectos de de cada una de ellas.

4.15 Observar que en todos los casos el producto de unidades es otra unidad. ;Cémo
se explica esto?

0 4.5. Aplicaciones a la aritmética entera

La resolucion de ecuaciones acapard, desde tiempos remotos, mucha atencién
de la ciencia matemdtica y muchisimos matemdticos han dedicado vidas
enteras a su estudio y al desarrollo de métodos para encontrar soluciones a
las mismas. Hoy en dia, sigue siendo un drea de muy vasta de investigacion y,
a pesar de todos los resultados alcanzados, queda muchisimo por hacer.

Cuando decimos ecuaciones sin mds aclaraciones, incluimos todo tipo de
ecuaciones, es decir, consideramos aquellas con mds de una variable, con
coeficientes en distintos conjuntos de niimeros y sistemas de ecuaciones de
estos tipos. Ademds, dada una ecuacién o dado un sistema de ecuaciones
con coeficientes en cierto conjunto de nimeros podemos buscar soluciones
en el mismo conjunto donde viven los coeficientes, o restringir la busqueda
de soluciones a un conjunto mds chico, o permitir soluciones en conjuntos mds grandes.
Muchas veces, sélo interesan las soluciones reales de una ecuacién polinomial, aunque
también tenga soluciones complejas; o sélo interesan las soluciones enteras que pueda
tener esa misma ecuacién. Otras veces, se consideran las soluciones reales o complejas de
una ecuacién polinomial con coeficientes enteros o racionales.

Repasemos algunos conceptos para ecuaciones polinomiales con una sola variable con
coeficientes reales. Por ejemplo:
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x2+1=0; 3x5-2x2+1=0; 5x+x-2x+3=0; ax*+bx+c=0.

Sabemos que:

1) algunas no tienen ninguna solucién real, por ejemplo la primera,

2) todas tienen soluciones complejas. Mds atin, tienen tantas como su grado, si se
cuentan con multiplicidad,

3) las de grado impar siempre tienen al menos una solucién real,

4) para las de grado 2 hay una férmula para sus 2 soluciones complejas.

Las tres primeras ecuaciones del ejemplo tienen coeficientes enteros. Para éstas, podriamos
preguntar si las soluciones son o no enteras. O simplemente, podriamos preguntar si
tienen o no soluciones enteras, sin importar que tengan otras soluciones.

Ecuaciones enteras
La aritmética modular es una herramienta que ayuda a estudiar ecuaciones enteras.

No pretendemos dar ningiin método sistemdtico para tratar estos problemas. Sin
embargo, si queremos reforzar la impresién de que la aritmética modular es una
herramienta efectiva en diversos problemas con ntiimeros enteros.

El principio general es que para estudiar un problema entero puede ser mas facil estudiar las versiones
modulares del mismo problema. Cambiamos un problema por muchos problemas similares mas faciles.

Veamos este principio en algunos ejemplos.

;JTiene la ecuacién 3 X + 2 ¥ = 1 soluciones enteras? Si tiene, ;cudles son todas sus
soluciones enteras?

Luego de contemplar esta ecuacién y haciendo algunas pruebas podemos ver que @ = 1
y b =—1 es solucion, pues:

3.1+2.(-1)=3-2
=1

Quizd sea un poco mis dificil darse cuenta de que @ = 3 y b = — 4 también es solucion, pues

3.3+42.(-4)=9-8
=1

Podriamos continuar buscando, pero ;hasta cudndo?

Por otro lado, el par (0, 0) no es solucién, ya que si X=0¢ ¥'=0, entonces 3 X+2 ¥=0
yno3X+2Y=1.
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Ejemplos

S,

Analicemos esta ecuacién bajo algunas congruencias. Como 2 y 3 aparecen en ella, no parece
absurdo empezar con 2 y 3. Supongamos que el par (X, ¥') es solucién de la ecuacién,
entonces tendremos que 3 X +2 ¥Y=1mod (2) y también 3 X+2 ¥Y=1mod (3).

En el primer caso estaremos analizando cuestiones de paridad. Como 3 X+2 ¥=Xmod (2),
pues3 X=Xmod (2)y2¥Y=0mod (2),si3 X+2 Y=1, entonces debe ser X=1 mod
(2), es decir si hay solucion X debe ser impar.

En el segundo caso, como 3 X +2 ¥=-¥Ymod (3) debe ser - ¥=1mod (3 ), que es
lo mismo que ¥=-1mod (3).

Resumiendo, si (X, Y') es solucién debe ser X =2 # + 1, y debe ser Y= 3 m — 1.
Reemplazando en la ecuacién resulta que :

3X+2Y=3(2n+1)+2(3m-1)=1

que es lo mismo que 67 +3 +6m—2 =1, 0 lo mismo que 6 (7 + m) =0 . De aqui se
deduce que m = — n. Reciprocamente, si tomamos #y m tales que m = —n y a partir de ellos
construimos X=2n+1eY=3m—1=-3 n-1 éstos serdn solucion de la ecuacién.

Como conclusién, tenemos que la ecuacién 3 X + 2 ¥ =1 tiene soluciones enteras y
todas las soluciones son de la forma X=2#n+1e ¥Y=-3 n -1, donde 7 es un entero
cualquiera. Podemos explicitar algunas.

Sin=0 X=1,Y=-1 Sin=-1 X=-1,Y=2
Sin=1 X=3,Y=-4 Sin=-2 X=-3,Y=5
Sin=2 X=5Y=-7 Sin=-3 X=-5Y=8

Reglas de divisibilidad

La aritmética modular es particularmente adecuada para estudiar problemas de
divisibilidad. Recordemos que un niimero entero 7 es divisible por ms, si y sélo si # = 0
en Z_ es decir si 7 es congruente a 0 médulo 7. Esto nos permitird deducir y explicar
las reglas de divisibilidad que conocemos y ademds obtener otras.

:Qué reglas conocemos? Seguramente, las reglas de divisibilidad por 2 y por 5. Quizd
también la de divisibilidad por 3 y alguna mds. Comencemos con algunos ejemplos.

Ejemplos de divisibilidad
1) 124 es divisible por 4 , pues 124 = 100 + 20 + 4
=0+0+0
=0mod (4)

2) ;Para qué valores de 7z el nimero 3" + 1 es divisible por 4?
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Sin=1--——-- 3" + 1 = 4, que si es divisible por 4.

Sin=2---- 3" + 1 = 10, que no es divisible por 4.
Sin=3--—--- 3" + 1 = 28, que si es divisible por 4.
Sin=4--—-—- 3" + 1 = 82, que no es divisible por 4.
Sin=5--—--- 3" + 1 = 244, que si es divisible por 4.
Sin=6---——-—-- 3" + 1 =730, que no es divisible por 4.

Este experimento hace tentador arriesgar que 3” + 1 es divisible por 4 exactamente
cuando # es impar. ;Podremos probar esto para todo #? Si, podemos.

Primer paso, observamos que 3 = — 1 mod ( 4 ). Esta es la clave porque entonces
3"=(-1)n1o-1,segin sea z par o impar. Finalmente, 3" +1=(-1)n+1=260,
seglin sea 7 par o impar, como queriamos.

0 4.6. Las reglas de divisibilidad de los naturales

Las reglas de divisibilidad son reglas prdcticas que permiten determinar si un nimero
natural dado es divisible por 2, 3, 5, etc. en términos de sus digitos decimales. Por
ejemplo, un niimero es divisible por 2, es decir es par si su tltimo digito es par.

Estas reglas dependen de la escritura del niimero en base 10. Luego, no sirven para determinar
si el ntimero 124*— 11 expresado asi es divisible por 3 o no. Si quisiéramos aplicar la regla de
divisibilidad por 3, primero debemos escribir 124*— 11 como 15.365 para aplicarla luego.

Recordemos algunas de las reglas de divisibilidad mds ficiles.

Divisibilidad por 2: un niimero es divisible por 2, si el digito de las unidades es par, es
decirsies 0,2,4,6u8.

Divisibilidad por 5: un ntimero es divisible por 5, si el digito de las unidades es divisible
por 5, es decires 0 6 5.

Divisibilidad por 3: un niimero es divisible por 3, si la suma de sus digitos es divisible por 3.
Divisibilidad por 9: un niimero es divisible por 9, si la suma de sus digitos es divisible por 9.
Las dos tltimas reglas de divisibilidad, por 3 y por 9, son distintas de las primeras, ya que
incluyen determinar si otro niimero es divisible por 3 6 9, respectivamente. Sin embargo,
estos nimeros son mucho mds chicos que los originales, asi iterando esta regla llegaremos a
un punto en el que podremos determinar si el nimero en cuestion es divisible por 3 o por

9 por simple inspeccién. A modo de ejemplo, determinemos si el nimero

A =123456789123456789123456789123456789123456789123456789123456789
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es divisible por 3 0 no. La suma de sus digitos es 315, cuyos digitos suman 9. Como
9 es divisible por 3, entonces 315 también es divisible por 3, luego A4 es divisible por 3.

A continuacién, deducimos estas reglas y algunas mds usando la aritmética modular.
Una vez que las hayamos comprendido se podrd enunciar otras reglas de divisibilidad.

Divisibilidad por 2

Supongamos que queremos determinar si 3.257 es divisible por 2 o no. Esto es lo mismo
que determinar si 3.257 es congruente a 0 médulo 2 o no. Por lo tanto, debemos calcular
la clase de congruencia de 3.257 médulo 2. Para esto resulta conveniente escribir 3.257
de la siguiente forma:

3.257=3.10°+2.10>+5.10+7.
Esto no es mds que nuestro sistema decimal.

Ahora, si planteamos lo que necesitamos saber: 3.257 = X mod ( 2 ), que es equivalente a
plantear 3.257=3.10°+2.10* +5.10 + 7=Xmod (2 ), y dado que 10 =0 mod ( 2),
resulta que :

3.257=3.10°+2.10*+5.10+7=7 mod (2).

El que determinar si todo el niimero 3.257 =3.10° + 2.10%+ 5. 10 + 7 es o no divisible
por 2 es su tltimo digito, el 7. En este caso, claro estd, 7 no es par y 3.257 tampoco.

Repitamos esto en general. Si en vez de 3.257, tenemos el nimero aa_,..aaaa

también escrito en sistema decimal, donde los &’s son sus digitos decimales, tenemos que:

aa  ..aaadda=-a.10+a
r r r—

el a, a4, .10’“‘+....+as.103’+a2.102+al.10+a0

1
Nuevamente, como 10 =0 mod (2 ), resulta que:
aa_ ..aaaa=a 10+a 107" +....+4,.10+4,.10°+4 .10 + 4 =a mod (2).

Conclusién: a a_ ...a,a,a a,es divisible por 2 si su tltimo digito, 4, lo es.
ror-1 3727170 0

Divisibilidad por 5

SeaA=a a
r r1
tenemos un:

aa_ ..aaaa=a 10+a 10" +...+4,.10+4,.10°+4 .10 +2=a mod (5).

...a,a,a a . Tomando congruencia médulo 5,y dado que 10=0 mod (5),

Conclusién: a a
r r-1

weaja,a, aes divisible por 5, si su tltimo digito, @, lo es.
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Divisibilidad por 3

SeaA=aa
o=
tenemos que:
aa ..aaa=a 10+a .10 +....+a .102+4 .10 +a
roor— 27170 r. 1 2 1 0
=a+a  +..+a +a +amod(3).
r -1 2 1 0

..a,a,a a . Tomando congruencia médulo 3, y dado que 10 = 1 mod (3 ),

1 27170

1

Conclusién: @ a_, ...a,a,a, a,es divisible por 3, si la suma de sus digitos es divisible por 3.

1 2710
Divisibilidad por 9
Sead=aa_ ...a,a,a a . Tomando congruencia médulo 9,y dado que 10=1 mod (9),

tenemos que:

aa ...aaa=a.10+a .10"+....+a .10 +4a
o= 27170 r -1 2 1

=a+a_ +..+a,+a +amod(9).

.10+a0

1

Conclusién: @ a_, ...a,a,a, aes divisible por 9, si la suma de sus digitos es divisible por 9.

1 2710

Divisibilidad por 11

Sead=aa
r r—.
una novedad.

- a,a a. En este caso, tomando congruencia médulo 11, tenemos

Ahora10=-1mod (11 ), y luego 10*=1 mod (11).
En general, 10=1 mod (11) si kes pary 10¥=—1mod (11 ) si 2 es impar. Entonces,
resulta que:

SiA=aa_... aa,a a conrpar es decir A tiene un niimero impar de digitos,
entoncesa a_ ...a,a a,=a 100+a_ . 107" +....+a,.10* +a .10 + a
roor- 2 0 r 1 1 0
=a-

a
1 r—
a_ +..+a,—a+amod(11).

—

SiA=aa_..a aa a conrimpar, es decir A tiene un nimero par de digitos,
entoncesa a_ ...a,a a=a 10"+a_ .10 +....+a, 10*+a, .10 + a
roor— . -1 2 1 0

1 .
; -e-ay,+a -amod (11).

—

Q

+

r -1

Q

Conclusién: @ a_,...a,a,a aes divisible por 11, si la suma alternada de sus digitos es
divisible por 11. No importa cémo se realice la suma alternada de los digitos, es decir no
importa empezar con + o con — ya que una suma alternada es la opuesta de la otra suma
alternada, y asi ambas son divisibles por 11, o ambas no lo son.

0 4.7. Ecuaciones lineales en la aritmética modular

Hasta aqui, hemos aprendido la aritmética elemental de los enteros modulares. Demos un
paso hacia adelante y consideremos ecuaciones de grado 1 con una sola incégnita. Esto
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resultard mds complicado que el estudio de las mismas ecuaciones en los enteros o en los
ntimeros reales. Sin embargo, daremos una respuesta completa y totalmente satisfactoria.

Recordemos cudl es la situacién en el caso de los enteros o de los reales. La ecuacién
3 X + 1 = 0 tiene siempre una solucién real, que se obtiene despejando. Si 3 X + 1 =0,
entonces 3 X =—1y X =—1/3. Mis atn, esta es la tinica solucion real. Si nos preguntamos
si esta misma ecuacién tiene o no soluciones enteras, basta mirar su dnica solucién real y ver
si es 0 no entera. En este caso como — 1/3 no es entero, la ecuacién no tiene solucién entera.

La ecuacion A X+ B=0, suponiendo A distinto de 0 tiene siempre una solucion real, mas precisa-
mente X=- B/ A. Mas aun, esta solucion es {nica.

:Qué pasa con este mismo tipo de ecuaciones en el mundo modular?

2X+2=1mod (4) 3X+2=1mod (4)

Resolver una ecuacién es encontrar al menos una solucién, si la hay. Explicar claramente
que no hay, si no las hay. Finalmente, en el caso de haber soluciones, darlas todas.

Al principio de esta seccién consideramos una ecuacion y buscdbamos soluciones reales o enteras.
Los conjuntos en los que buscibamos esas soluciones eran muy grandes, de hecho infinitos.

En cambio, en las ecuaciones del ejemplo buscamos soluciones en un conjunto finito y
muy chico. Buscamos soluciones en Z, que tiene sélo 4 elementos, entonces podemos
probar con todos ellos y ver qué resulta. Evaluamos,

operando con la suma y la multiplicacién de Z, los 2X+2 3X+2
miembros de la izquierda de cada ecuacién en todos los 0] 2 0] 2
clementos de Z, el 0, el 1, el 2 y el 3. 1 0 1 1

2 2 2 0
Con esto es posible resolver estas dos ecuaciones 3] 0 3| 3

completamente. En la primera tabla vemos que como
resultado de la evaluacién sélo obtuvimos los nimeros 0 y 2. No obtuvimos el 1. Luego,
la primera ecuacién del ejemplo no tiene ninguna solucién médulo 4. En cambio, en
la segunda tabla obtuvimos todos los nimeros posibles, luego la segunda ecuacién del
ejemplo tiene una solucién: X = 1. Mds aun, ésta es Gnica.

Con estas tablas, que usamos para resolver las ecuaciones del ejemplo, también
podemos decir algunas cosas mds. Si en la primera ecuacién en vez del 1 estuviera
el 2, la primera tabla indica que la nueva ecuacién tiene solucién. Mds aun, tiene
exactamente dos soluciones: X = 0 y X = 2. En cambio, en la segunda la situacién es
mids uniforme, ya que si cambiamos el 1 por cualquier otro ndmero 0, 2, 6 3, la nueva
ecuacién también tiene una tnica solucidn.
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Resumiendo: La ecuacion2 X+2= € mod (4)tiene solucion solo para =0y €=2.En estos
casos tiene, exactamente, dos soluciones.

La ecuacion 3 X+2= Cmod ( 4) tiene solucion para todo C, es decir =0,1,2
0 3. En todos los casos tiene una (nica solucion.

sCudl es la razén de esta diferencia entre el comportamiento de una y otra ecuacién?

Parte de la razén estd en el coeficiente que acompana a la incégnita X'y en el 4. En la primera
ecuacién este coeficiente es 2 y en la segunda es 3. ;Y la diferencia? Bueno, el méximo comin
divisor entre 2 y 4 es (2,4) = 2 y el mdximo comun divisorde 3y 4 es (3,4) = 1. Estas son,
justamente, las cantidades de soluciones que hay en uno y otro caso, cuando hay solucién.

Antes de seguir, observemos que la ecuacién 2 X + 2 =1 mod (4 ) es equivalente a la
ecuacién 2 X + 1 =0 mod (4 ) porque para pasar de la primera a la segunda basta restar
1 a ambos miembros, y para volver de la segunda a la primera basta sumar 1 a ambos
miembros. Asi, ambas tienen las mismas soluciones.

Por lo tanto, basta estudiar las ecuaciones de la forma A X + B=0 mod (). La verdad
precisa y completa para estas ecuaciones es la siguiente:

Proposicion: La ecuacion A X+ B = 0 mod ( m) tiene solucion, siy solo si ( A, m) divide a B.
Cuando hay solucion, hay exactamente ( A, m) soluciones distintas.

Ante una ecuacién dada, esta verdad nos sirve para determinar si la misma tiene o no
solucidn, y en caso de tener solucién, para saber cudntas tiene. Sin embargo, no nos dice
cémo encontrar las soluciones.

Veremos cémo encontrar, cuando existen, todas las soluciones. Si bien, esto no reemplaza
a la demostracién de la Proposicién es una parte importante de la misma.

Analicemos un par de ejemplos:

6X+2=0mod (15)
6X+9=0mod (15)

Ambas ecuaciones son muy parecidas m = 15 y A = 6 en ambas. S6lo cambia B, en
un caso es B =2y en el otro B = 9. Tenemos que (6, 15) = 3 . Segtin la proposicién,
debemos testear si 3 divide o no a B. Para la primera ecuacién resulta que no, porque
3 no divide a 2. Para la segunda resulta que si, porque 3 si divide a 9. Conclusién: la
primera ecuacién no tiene solucion, la segunda si.

Aunque no es necesario, hagamos una tabla para cada ecuacién
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6X+2 6X+9 Como predijo la proposicion, la primera no tiene solucién
0 9 0 9 y la segunda si. Mds aun, la segunda tiene 3 soluciones:
1 8 1 0 X=1,X=06,X=11. ;Cémo encontrarlas?
2| " 2 8 , , _
3 5 3 12 A partir de la ecuacién 6 X+ 9=0 mod ( 15) consideramos
EERT 1 3 otra que se obtiene dividiendo todo por el (6, 15) = 3,
5 5 5 9 para obtener la ecuacién 2 X + 3 =0 mod (5). Esta dltima
5 P 5 0 siempre tiene solucién porque el coeficiente de X'y m, en
71 1 7 5 este caso 2y 5, son siempre coprimos, es decir con maximo
8 5 s | 12 comun divisor igual a 1. En este caso, esto quiere decir que
el 2 es invertible en Z_. En efecto, 2. 3 = 1 en Z_. Luego,
9 1 9 3 ., 5 0.
0 ) 0 5 la ecuacién 2 X + 3 =0 mod ( 5) se resuelve ficilmente.
v 8 0 0 Sumamos — 3 para obtener 2 X=— 3, y multiplicamos por
"RIRT ) 5 3, el inverso de 2 y resulta X=—-9 =1 mod ( 5). Esta
3 : 311 solucién es tnica médulo 5. A partir de ésta, podemos
encontrar otras médulo 15, sumando 5 y luego 10. Asi,
M]n ] 3 aparecen las soluciones 1, 6 y 11 que vimos en la tabla.

Hagamos un ejemplo mads.

Consideremos la ecuacién 4 X + 7 =17 mod ( 18 ). Procedamos paso a paso.

1.

Reemplazamos la ecuacién dada por esta otra equivalente 4 X + 8 = 0 mod ( 18).
Esto se obtiene de la primera sumando 1 a ambos miembros.

2. Calculamos el médximo comun divisor de 4 y 18. Tenemos (4,18) = 2.

3. Observamos que 2 si divide a 8 y concluimos que la segunda ecuacién tiene solucién.

Como esta es equivalente a la primera, la primera también tiene solucién. Mds aun,
ambas tienen las mismas soluciones.

4. A partir de la segunda ecuacién consideramos otra, que se obtiene de ésta dividiendo

todos los coeficientes y el 18 por 2. Asi, consideramos la ecuacién 2 X+ 4=0 mod (9)
que es equivalente a la ecuacién 2 X=5 mod (9).

. En ésta dltima, como 2 es inversible y su inverso es 5, multiplicamos ambos miembros
y
por 5 para obtener la ecuacién equivalente X=7 mod (9 ).

6. Ahora 7 es la tnica solucién de esta tltima ecuacién y 7 es solucién de la primera

pero no la Gnica.

7. Para obtener las restantes, que sabemos son 2, sumamos a esta solucién 9. Obtenemos

asi las dos soluciones de la ecuacién original: 7 y 16.
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Resolver completamente las siguientes ecuaciones. Para é\

resolver \\
416.6 X+5=14mod (21) o

J

4.17.6 X+5=13mod (21)

0 4.8. Residuos cuadraticos

Esta seccién es mds dificil que las anteriores. Su contenido es elemental, pero profundo.
Se incluy6 porque es considerado como el inicio de la teoria de nimeros moderna.

Sea P un primo impar. Un entero &, coprimo con p, es un residuo cuadritico médulo P> siexiste
un x tal que #* = a mod (). En caso contrario, & es un no—residuo cuadritico médulo p.

Dados un primo p, y un entero cualquiera 4, el simbolo de Legendre estd definido como sigue:

+1, (si p,a)=1, yaesresiduo cuadratico médulo p

a .
—|=4 0, sipla
(Pj

-1, (si p,a)=1, yaesno -residuo cuadratico modulo p

Calculemos los cuadrados en Z s parap = 5,7, 11.

1 2 3 4 5 6 7 8 910
k> médulo 5 1 4 4 1

k* moédulo 7 1 4 2 2 4 1

k> modulo 11 1 4 9 5 3 3 5 9 41

Ahora listemos los residuos cuadréticos y los no-residuos cuadréticos para p = 5, 7, 11,
menores que p.

| Residuos cuadréticos | Residuos no-cuadraticos

P=51 {14} 2,3}
P=7 | {124} {3,5,6}
P=11]| {13459} {2,6,7,8,10}

Es notable que para cada uno de estos primos, la cantidad de residuos cuadraticos y la cantidad
de no—residuos cuadréticos sea la misma. Si hiciéramos mds experimentos, encontrarfamos
que este fenémeno se repite.

Proposicion: Exactamente la mitad de los enteros a,

Este resultado dice cudntos residuos con0<a< p-1,sonresiduos cuadraticos modulo p.

hay, pero no c6mo encontrarlos, ni
determinar si un nimero dado es
residuo cuadrdtico o no. El siguiente criterio es una herramienta eficiente, justamente
para determinar si un « dado es residuo cuadritico o no.
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S,

Criterio de Euler

Sea p un ndmero primo impar, es decir distinto de 2, y @ un entero cualquiera coprimo

con p, entonces:
a .
(—J =a®Y"? mod p

p

¢Es 2 residuo cuadratico médulo 132
Usemos el criterio de Euler para contestar esta pregunta.

Como 2°=64=13.5 -1, entonces 2°=— 1 mod ( 13 ), por lo tanto 2 no es residuo
cuadrdtico médulo 13 y la ecuacién #* =2 mod ( 13 ) no tiene solucién.

Residuos cuadriticos médulo 11.

Para determinar todos los residuos cuadraticos médulo 11 usamos nuevamente el criterio
de Euler. Entonces, calculemos 4"'""2 = 4> para toda unidad « de Z,.

Tenemos: 1°=1,2°=-1,3°=1,4$=1,5=1,6=-1,7=-1,8=-1,9°=1y10°=-1.
Los residuos cuadraticos médulo 11 son entonces { 1, 3, 4, 5,9 }.

El papel de los niimeros primos toma enorme relevancia en este tema debido al préximo
resultado. El mismo reduce el problema de decidir qué enteros m son residuos cuadrdticos
médulo un primo p, al problema de decidir que primos ¢ son residuos cuadriticos médulo p.
La prueba de este teorema es inmediata a 777y

partir del criterio de Fuler. . Teorema: Sea p un primo impar y seanay b :

: enteros coprimos con p. Entonces

Como dijimos, este teorema permite reducir { abj B [ a ] [ b j
el cilculo de m para un m dado, al cdlculo : p) PP
de (ﬂ] para los primos q que diViden T
En e?ecto sim=¢q, x...xq ecs la factorizacién prima de m, entonces, el teorema
aplicado repetidas veces dice que (Ej - (&) [q_Zj{q_fj

p PJLP p
Luego, para conocer o para cualquier entero m y cualquier primo impar p, basta
conocer | 4 | para todos los primos g y conocer (% . Comenzamos con lo mds fécil.
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b. -l —1,sipE1mod(4)y(_1j_—1,sip53mod(4)
p p

c.[ijz],sip1op7mod(8)y [ij:—1,sip30p5mod(8).

La Ley de Reciprocidad Cuadratica
Cada uno de los matemdticos que se ocuparon de este fenémeno formulé el resultado
a su manera. Quizd hoy, la versién mds difundida sea la de Legendre. Sin embargo, en
ciertos contextos, otras pueden resultar més utiles.
Versién de Legendre. N
P(a)- 1)[2]'[q2]
Sean p y q primos impares. Entonces | g || p
Este teorema nos da un método muy eficiente para calcular recursivamente ( . Veamos
q

cémo funciona.

Ejemplo. Tomemos f 11y q = 43 y calculemos % . Por la reciprocidad cuadritica:
432

g e

=(-1)°** =-1. Ademas (— =
a—1 médulo 11. Luego, (—J =1
43

Es decir, existe al menos un entero m, tal que m al cuadrado es congruente a 11 médulo 43.

H):_l , pues 43 es congruente

Calwlemof(;;)O)Tenemos(gj (17J( v [%) (127j(127j(137j ( j( )_H__l

En este cjemp €mos usado varias mampu aciones aritméticas sin mencionarlas

2 ) 1, esto es asi porque el simbolo de Legendre @

17
vale 1 6 -1y, por lo tanto, su cuadrado siempre es 1.

2
explicitamente. Por ejemplo, que| — 7

Como conclusién de este cdlculo podemos asegurar que no existe ningdn entero 7, que
al cuadrado sea congruente a 17 médulo 97.

4.18 Listar todos los residuos cuadrdticos y los no—residuos cuadrdticos médulo p, para Para (A
p=13,17. resolver \\\

<

4.19 Decir si las siguientes ecuaciones tienen o no solucién.
x>=-7mod (13) 5x2=2mod (13) x>=9 mod (23)

4.20 Evaluar los siguientes simbolos de Legendre. (;_;j (g)
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0 4.9. Los codigos secretos de Julio César

Ya en la época del Imperio Romano, el envio de mensajes a los ejércitos propios, o a los
aliados, sin que fueran interceptados por los enemigos era un problema que desvelaba
al emperador. La historia le reconoce a Julio César, entre otros méritos, el de haber
inventado un sistema para enviar mensajes que de ser interceptados no podian ser
interpretados y s6lo podian ser descifrados por sus aliados.

Estos c6digos se basan en la aritmética modular con m = 26, el 26 no es casual,
es la cantidad de letras del alfabeto (el 26 corresponde a nuestro alfabeto sin
dobles ni fi, cada uno debe usar la cantidad de letras de su propio alfabeto).

En esta seccién describiremos la primera versién de estos cédigos y otras
modificadas, y ain mds sofisticadas.

Una idea elemental para codificar mensajes es la de reemplazar cada letra del
mensaje original por otra, segin un diccionario dado. Tanto el que envia un
mensaje, como el que lo recibe, debe conocer el diccionario. Para mantener
los mensajes secretos hay que asegurarse que el enemigo no encuentre el
diccionario. Hasta aqui, nada de aritmética modular.

Supongamos que en nuestro diccionario secreto para codificar mensajes tenemos los
siguientes reemplazos.

a—g, e—js
i— o, m-—r

Supongamos que recibimos el mensaje secreto Ro rgrg 1j rorg
Para decodificarlo tenemos que usar los reemplazos inversos

g—a, j—e
o — 1, r— m.
Resultado ... “mi mamd me mima”.

En este juego de enviar mensajes secretos el tiempo es un factor relevante. El enemigo
intentard quebrar nuestro c4digo, y es posible que lo logre después de algin tiempo. Es
asi que el mantener por mucho tiempo un diccionario fijo puede resultar peligroso. A
pesar de que hay muchos diccionarios posibles, tantos como permutaciones de las 26
letras del alfabeto (esto es 26!= 403.291.461.126.605.635.584.000.000) quien intente
descubrir uno de estos diccionarios puede ayudarse con algunas verdades del idioma. Por
ejemplo, la forma en que se combinan las vocales y las consonantes, de combinaciones
prohibidas, de saber qué letras son mds frecuentes, etc. Asi, con tiempo y luego de
interceptar suficiente cantidad de mensajes es posible descubrir el diccionario secreto.
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Julio César tuvo la siguiente idea. Propuso considerar el diccionario ciclico que reemplaza
a una letra dada por la que estd 3 posiciones mds adelante, considerando que luego de la
z sigue la a. En definitiva propuso considerar un alfabeto ciclico.

Julio César, por alguna razdn, eligié el 3. Pero nosotros podriamos, sin mds complicaciones,
elegir un m entre 1y 25 y reemplazar a cada letra por la que estd m lugares mds adelante

en el alfabeto ciclico.

Para ayudar a codificar y decodificar anotamos

A|/B|CI[D[E|F|G|H|IT|J|K[L[M|NJO|JP|Q|R[S|TJUJVIW|X[Y]|Z
1123 4]5[6] 78] 9/[10 1112 (13|14 [15[16 |17 [18 |19 |20 (21 |22 |23 (24 |25 |26

Tomemos m = 5 y supongamos que el mensaje a codificar es
TU MAMA TE MIMA
T =20, luego su reemplazo es 20 + 5=25=Y

U = 21, luego su reemplazo es 21 + 5=26=Z
M = 13, luego su reemplazo es 13 + 5= 18 =R

Asi el mensaje codificado es

YZ RFRF Y] RNRF

El mensaje codificado cambia si cambiamos m porque estamos cambiando el diccionario.

Veamos que resulta para diversos valores de m.

m U MAMA TE MIMA
1 uv NBNB UF NJNB
7 AB THTH AL TPTH

15 IJ BPBP IT BXBP

21 oP HVHV 0z HDHV
25 ST LzLz SD LHLZ

Entonces, Julio César podia elegir un m distinto cada vez que habia que codificar un
mensaje y enviar junto con el mensaje cifrado la llave, es decir el valor de m. Quien recibia
el mensaje conocia el sistema y, con el valor de m, podia decodificar el mensaje recibido.

El mensajero muri.
El mensaje codificado usando m = 7 se lee: LS TLUZHQLYV TBYPV

Supongamos que recibimos este mensaje que incluye la llave, en este caso m = 13.
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N

Para
resolver

NGNPNE RFGN ABPUR AB ABF RFCRENA 13
No debemos olvidar que estamos con la aritmética médulo 26.

N = 14, luego 14— 13 =1 = A, es decir N — A
G=7,luego7-13=-6=20=T, esdecir G > T

Hagamos algo mds sistemdtico. Recordemos el orden de cada letra en el alfabeto.

A|/B|C|[D|E|F|G|H| I|[J[K|LIM|N|JO|P|Q|R[S|TJU|VIW|X|[Y]|Z
1121314567 ([8] 91011 1213 |14 |15 (16 [17 |18 |19 |20 |21 [22 [23 |24 |25 |26

Ahora hacemos

Codificado | N| G| N| P| N| E R| FI G| N Al B| P| U|R
Orden | 14| 7| 14|16 14| 5 18] 6] 7] 14 1] 2]16] 21|18

13 1120
decodificado | A| T| A| C| A| R E| S| T| A N| O] C| H

—_
w
—_
—
co
(3]
—
[d=]
N
o
—
—
S
—_
2]
w
(o]

Codificado | A | B A| B| F R| F| C| R| E| N| A
Orden | 1| 2 1 2| 6 18 6| 3[18| 5|14 1

13 14 ] 15 14 115 | 19 51916 | 518 | 1|14
decodificado | N | O N|] O] S E{ S| P| E|R[A|N

{ATACAR ESTA NOCHE NO NOS ESPERAN!

En algtin momento, quizd los mismos romanos, construyeron un aparato para codificar y
decodificar mensajes usando estos sistemas. Este consistia de dos platos redondos montados
sobre un eje, ambos con las 26 letras del alfabeto ordenadas en sentido horario. Se acomodan
los discos de manera tal que las letras A de ambos coincidan. Luego, haciendo girar uno
sobre el otro m lugares en sentido horario, se lee el diccionario para codificar, mientras que
girdndolo en sentido antihorario se lee el diccionario para decodificar.

4.21 Codificar el mensaje “Traigan agua y pan”, usando m = 6, 11, y 19.

4.22 Decodificar el mensaje “HGNKEKVCEKQPGU NQ NQITCUVG”, sabiendo

que la llave es m = 2.
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Criptografia

Por Daniel Penazzi

1. Introduccién.

2. Primera ley de la criptograffa. Sistema César
3. Sistema Playfair.

4. El cifer (supuestamente) indescifrable.
5.Un poco de historia moderna.

6. Clave publica, clave privada.

7.RSA

8. Apéndice 1

0 5.1. Introduccién

Alicia (en el teléfono): Tengo algo para decirte, Berto.

Berto: Bueno, y ;por qué no me lo decis?

Alicia: Tengo miedo de que Eva esté escuchando.

Berto: ;Ah! Bueno, manddmelo por e-mail.

Alicia: ;Y si también tiene interceptada la linea de Internet?
Berto: Manddmelo encriptado.

Alicia: ;Y qué uso? ;El César?

Berto: ;Ah, Ja Ja! ;Qué buen chiste! No, escucha, te voy a mandar por e-mail un sistema
seguro para que lo uses.

Alicia: Pero Eva puede interceptar todo lo que me mandes.

Berto: No importa que Eva intercepte todo, si seguis mis instrucciones Eva no va a poder
saber cudl es el mensaje original que quieres mandarme.

En el capitulo anterior se presenté un esquema para mandar mensajes secretos, basado
en las propiedades de la aritmética modular. En este capitulo exploraremos este tépico
con mds detalle. Analizaremos algunos de los esquemas histéricos mds conocidos y sus
debilidades, y presentaremos una idea, en versién reducida, de cémo son los esquemas
actuales que se usan en las transacciones electronicas para garantizar que los mensajes
s6lo sean leidos por las personas indicadas y no por otras.

Los personajes principales en esta presentacién serdn Alicia, Berto y Eva .

'Se suele utilizar por convencion Alicia, Bob y Eva; pero por ser ésta una publicacion del Ministerio de Educacion de la Nacion se adopté
Berto en lugar de Bob.
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Alicia desea mandarle un mensaje a Berto. Eva puede estar espiando
(por eso se llama Eva. También porque es el Enemigo). Es decir, Alicia
puede estar hablando con Berto por teléfono y Eva lo tiene “pinchado” y
puede escuchar todo lo que Alicia le dice a Berto. O Alicia le puede estar
mandando algo a Berto por correo electrénico; pero la linea por la cual lo
manda también puede estar bajo escucha de Eva, grabando todo lo que se
manda por ella. O bien Alicia le manda una carta a Berto, pero no puede
estar segura de que no serd interceptada y leida por Eva.

De cualquier forma, Alicia no puede confiar en que Berto sera el dnico
q q
que lea su mensaje. Ahora bien, Alicia y Berto comparten algtn secreto.

Lo que desean hacer es transformar ese secreto, que en general serd un
secreto no muy largo, en un secreto mds largo (el mensaje que Alicia desea mandarle a
Berto). El objetivo de Eva es: o bien saber cudl es el mensaje, o mejor atn, aprender el
secreto asi podrd leer todos los mensajes entre Alicia y Berto.

Para empezar, es importante definir el vocabulario que usaremos.

El mensaje que Alicia desea mandar suele llamarse el texto plano.

El mensaje que Alicia realmente manda se llama texto cifrado.

El método que Alicia usa para transformar el texto plano en texto cifrado se llama
algoritmo, sistema de encriptacién o cifrado, o simplemente cifer (a veces también se le
llama cédigo, pero la palabra cédigo se usa en general para otras cosas).

0 5.2. Primera ley de la criptografia

En el capitulo de la aritmética del reloj vimos que César habia ideado un esquema para
mandar mensajes secretos que consistia en reemplazar cada letra por la letra que estaba a
tres lugares de ella en el abecedario.

Si bien para la época parecia espectacular ese esquema, en realidad es muy débil. Las
debilidades son varias; pero la principal es que es un sistema cuya seguridad depende de
que no se conozca el sistema.

Esto viola una de las reglas cardinales de la criptografia. Mucha gente cree que la seguridad
de un sistema radica en que no se conozca el sistema; pero eso es un error.

Se debe suponer que el adversario ten-
dra conocimiento del sistema.

La primera regla de la criptografia es la siguiente:

En la prictica, ya sea por soborno, ingenieria reversa,
o lo que sea, un adversario suele ser capaz de conocer
los detalles del sistema si estd realmente interesado. —~ —

Por lo tanto, un sistema que se base en “seguridad “ "

por obscuridad” (es decir que se base en que el
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adversario no conoce el sistema) no es seguro. Por ejemplo, si César usaba su sistema
para hablar con Pompeyo y con Marco Antonio, y luego Pompeyo se volvia su enemigo,
César ya no podia hablar con Marco Antonio sin que se enterara Pompeyo.

Entonces ;de qué sirve un sistema criptografico si no se puede mantener en secreto?

Pensemos en el sistema de César. En el capitulo de la aritmética del reloj vimos que el sistema
de César es simplemente sumarle 3 a cada letra, médulo 26. También vimos una generalizacién
del sistema de César donde, en vez de sumarle 3 médulo 26, podian sumarle algiin otro
nimero médulo 26. Si César hubiera usado ese sistema, podria haber usado, por ejemplo,
suma de tres con Pompeyo pero suma con 8 (o cualquier otro nimero) con Marco Antonio.

En resumen, el sistema “César generalizado” tiene una CLAVE (;qué niimero sumar?).
Para desencriptarlo no sélo se necesita un conocimiento del sistema en si, sino también
saber cual es, exactamente, la suma usada.

En general, los sistemas criptogrificos deben depender, ademds del sistema en si, de
una clave relativamente corta y ficil de cambiar (esa clave es el secreto que comparten
Alicia y Berto). Esta clave puede variar entre individuos distintos (asi, aunque uno sea
capturado no compromete la seguridad de los demds) o también variada periédicamente
(asi, si el enemigo averigua una clave en particular, sélo podrd leer una cantidad limitada
en el tiempo de mensajes). Por ejemplo, durante las guerras mundiales se acostumbraba
cambiar las claves todos los dias (o en visperas de alguna batalla importante) asi, si
alguien averiguaba una clave en particular sélo podia leer los mensajes de ese dia.

La clave provee una doble medida de seguridad: Eva debe saber no sélo cudl es el sistema
usado, sino que atn si lo puede averiguar por algin motivo, debe todavia atravesar la
“pared” que significa que el sistema tenga una clave. Por lo tanto, el disenador de un
sistema criptografico lo debe disenar asumiendo que Eva conocerd todo el disefio, y el
disefio debe ser lo suficientemente robusto para que adn asi Eva no pueda atacarlo si
no conoce la clave. Esto no significa que las grandes agencias de seguridad del mundo
se apresuren a publicar sus algoritmos en el diario; pero los algoritmos que disefian son
hechos de tal forma que atin si fueran publicados en el diario serian seguros.

Este principio fue enunciado por primera vez por Auguste Kherckhoff en 1883.
Bésicamente, su argumento fue que los sistemas criptogréficos deben, en general, ser
ampliamente distribuidos (por ejemplo, en una guerra) y engorrosos de cambiar. Si se
tuviera que cambiar el sistema cada vez que el enemigo toma conocimiento del mismo
(por ejemplo al tomar prisioneros) el costo serfa muy alto. Por otro lado, si lo tnico que
hay que cambiar es una clave, (que ademds puede ser cambiada por ejemplo todos los
dias) entonces el sistema es, inherentemente, mds seguro y robusto. Asi, atin si el sistema
cae en las manos de los enemigos y estd bien construido, el enemigo no deberia poder
atacarlo. Un buen sistema criptogréfico debe ser indescifrable incluso para el disenador
si éste no posee la clave. En cambio, un sistema cuya seguridad dependa sélo de que el
enemigo no lo conozca es inherentemente frégil.
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Repetimos el principio de Kherckhoff: Se debe suponer que el adversario conoce todo el sistema,
y que lo Ginico que ignora es la clave.

En el mundo moderno no militar este principio es todavia mds importante. Por ejemplo,
para realizar transacciones comerciales entre distintos bancos es necesario que todos
tengan el mismo sistema, y ademds, que todo el mundo lo conozca, asi cualquiera
puede programarlo o construir un dispositivo electronico que se encargue de realizar
las encripciones. Por supuesto, que si el sistema fuese frigil y dependiera de que nadie
lo conozca no servirfa de nada porque es mucha la gente que debe conocerlo. Asi, los
bancos usan un sistema conocido por todos, pero disefiado con robustez, ademds no es
necesario controlar a todos los programadores, sélo a los pocos que conocen las claves.

Volvamos al sistema de César y recordemos que la modificacién vista en el capitulo
de la aritmética del reloj tiene una clave. Aun asi, este sistema “César modificado” es
ridiculamente débil.

Para empezar, sélo hay 26 (o 27, si usamos un alfabeto con la N) claves posibles. Esto
significa que si alguien sabe que se estd encriptando con este método todo lo que tiene que
hacer es probar con las 26 6 27 claves posibles hasta obtener algo que tenga sentido.

Entonces, no sélo debemos tener una clave, sino que el espacio de claves posibles debe
ser lo suficientemente grande como para que no sea factible efectuar un ataque testeando
todas las claves posibles en un tiempo razonable.

Enunciemos este otro principio basico: El nimero de claves posibles debe ser lo suficientemente
alto como para que no sea practico testear todas las claves una por una.

¢Qué otras debilidades tiene el sistema de “César extendido” Aun si no tuviese un
espacio de claves chico (podrfamos imaginar que tenemos un lenguaje con un alfabeto
sumamente grande con muchas letras), tiene otro gran defecto: si se averigua como se
encripta una letra, se averigua como se encriptan todas las letras.

Es decir, si Eva sabe que por ejemplo N se encripta con X entonces s6lo debe hacer
X-N=25-14=11 y sabe que la clave usada fue 11, y asi puede leer todo el mensaje.

Pero se puede preguntar ;como puede Eva saber que N se encripta con X?

Puede pasar que Eva intercepte parte del mensaje, o lo sepa por ciertas estructuras. Por
ejemplo, si sabe que Alicia siempre empieza sus mensajes con la fecha del dia, puede
saber como se encripta parte del mensaje. En noviembre, sabremos que Alicia empezard
el mensaje con NOVIEMBRE..... de 2...; si Eva intercepta el mensaje cifrado, sabrd que,
si empieza con X......, N fue encriptada con X, y podrd leer el resto del mensaje.
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En general, hay varios tipos de ataque que Eva puede tratar. El mds bdsico se llama
ataque de texto cifrado conocido. Se corresponde con el ataque que enunciamos al
principio del capitulo: Eva puede interceptar las comunicaciones entre Alicia y Berto, y
al poder hacer esto es capaz de leer todo el texto cifrado entre ellos.

Posiblemente sea todo lo que esté al alcance de Eva, pero no puede suponerse eso.

Hay situaciones en las que Eva podria hacer mds. En general, como en criptografia un
exceso de paranoia no le viene mal a nadie, los sistemas se tratan de disefiar asumiendo
que el adversario es capaz de hacer mds. Una de las cosas que se suele suponer es que Eva
podria averiguar, por medios independientes, parte del texto plano.

Definicion: Un ataque donde Eva conoce todo el ;| Eva puede montar un ataque de texto
texto cifrado y parte del texto plano,y enel cualla :  plano conocido por diversos motivos, por
tarea de Eva es recobrar el resto del texto plano, o : ejemplo, podria saber que el comienzo
la clave, se llama ataque de texto plano conocido. :  de los mensajes es de una cierta forma.

Otra posibilidad, es que Alicia mande diversos mensajes a Berto y que Eva, por algin
motivo, averigiie lo que dice uno de ellos, esto sucedié muchas veces en las guerras.
Entonces, Eva tendrd tanto el mensaje cifrado como el mensaje original. El sistema
deberia ser lo suficientemente robusto como para que aun asi, Eva no pueda leer los
otros mensajes, ni averiguar la clave.

No siempre se pidié este requerimiento a los sistemas criptograficos, pero en la actualidad se
da por supuesto.

Un sistema deberia ser lo suficientemente robusto para resistir no solo ata-
Volvamos otra vez : quesde texto cifrado conocido, sino también ataques de texto plano conocido.
Al SIStEMA e CESAT  Frvvniii i

extendido. Aunque
Eva no pueda montar un ataque de texto plano conocido, otra gran debilidad del sistema es
que las distancias entre las letras no varfan.

En el alfabeto, entre la letra A y la letra E hay otras 3 letras (B, C y D). Supongamos
que usamos la clave E Entonces A serd encriptada como G, y E serd encriptada como K.

Entre la letra G y la letra K hay también 3 letras (H, I y J).
sPor qué esto tiene importancia?

Porque en el idioma castellano, las letras no aparecen con la misma frecuencia. Si uno toma
una pdgina de un libro, algunas letras aparecen mds que otras. Es menos frecuente que
aparezca la letra W o la Z, pero muy comiin que aparezcan las vocales, o la R, la S, etc.

Las dos letras que aparecen mds frecuentemente que las otras son la A y la E. Si se
hace un grifico con la frecuencia de las letras, “salta” a la vista la cantidad de veces que
aparecen A y E respecto de las otras. Si encriptamos todo el texto con E y realizamos un
conteo de frecuencia del texto encriptado, se notard un salto importante tanto en la G
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como en la K, las cuales estdn entre si a la misma distancia que A y E, por lo tanto es facil
deducir que A debe haber sido encriptada con la G y, por lo tanto, la clave es la E

Supongamos el siguiente texto:

YZDUFYELCPXZDPDELELCOPLWLDECPDJXPOTLPYWLNLDLOPRFT'WWP
CXZDTYZGTPYPYALCLWLDNFLECZWZDALDLXZDLMFDNLCCPNTPYPW
DLMLOZ

Si hacemos un conteo de las letras, obtenemos:

A:2 B:0 C:8 D:13 E:5 F:4 G:1 H:0 I:0 J:1 K:0 L:19 M:2
N:4 O:4 P:13 Q:0 R:1 S:0 T:5 U:1 V:0 W:7 X:4 Y:7 Z:8

Las letras mds frecuentes son L, Py D, con Cy Z bastante menos. De ellas, entre la L y
la P hay otras tres letras, por lo tanto es muy probable que L sea la encriptaciéon de A 'y
P la encriptacién de E. Entonces, la clave es L-A=K. Si al texto encriptado le restamos K
médulo 26 letra a letra, obtenemos:

NOSJUNTAREMOSESTATARDEALASTRESYMEDIAENLACASADEGUILLERMO
SINOVIENENPARALASCUATROLOSPASAMOSABUSCARRECIENELSABADO

y, colocando los espacios:
NOS JUNTAREMOS ESTA TARDE A LAS TRES Y MEDIA EN LA CASA DE

GUILLERMO SI NO VIENEN PARA LAS CUATRO LOS PASAMOS A BUSCAR
RECIEN EL SABADO

Complicando las cosas.
Para resolver los problemas del método de César, se inventaron sistemas mds complicados.
En ellos cada letra va a otra letra por medio de alguna regla mds complicada que sélo
sumarle médulo 26, o incluso sin ninguna regla, es decir, seleccionando al azar con qué

letra se encripta A, luego seleccionando al azar con qué letra se encripta B, etc.

Por ejemplo, podria decir, A se encripta con D, B se encripta con X, C se encripta con
H, D se encripta con Z, E se encripta con G, etc.

La clave serfa el mapa completo de dénde va cada letra. Por ejemplo, una clave podria ser:

A|/B|C|D|[E|F|G|H]| I[J]|K|[LIM[N|N|O|P|Q|R|S|[TJU|JVIW[X]|Y]|Z
DIX|[H|Z[G|N|PW|E[R|Y|F|T[A|V|Q[B|S|[C|I[NJL[J|M|O]U] K

VAMOS A INVADIR seria encriptado como: JDTQI D EAJDZEC

o bien, se podria agrupar de a cuatro para ocultar las estructuras gramaticales:
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JDTQ IDEA JDZE C

Podemos preguntarnos ;Cudntas claves posibles hay? Y podemos contestar, en funcién
de lo visto en el capitulo de combinatoria, lo siguiente:

La letra A puede ir a cualquiera de las 27 letras, por lo tanto tiene 27 posibilidades.

La letra B puede ir a cualquiera de las 27 letras, excepto a la letra que se eligié para A,
entonces, tiene 26 posibilidades. La letra C puede ir a cualquiera de las 27 letras, excepto
las letras elegidas para A y para B, asi tiene 25 posibilidades, etc.

El total de posibilidades es 27.26.25...3.2.1=27!
El resultado es mayor a 10.888.869.450.418.352 billones de posibilidades.
¢Cudnto demorarfamos en testear todas las claves posibles?

Supongamos que tarddramos un segundo por clave sin ninguna interrupcién,
demorarfamos mds de tres trillones de siglos. Atin usando una computadora que
permitiera testear mil millones de claves por segundo, demorarfamos mds de
345.283.785.211 afios. Ciertamente, el espacio de claves es lo suficientemente
grande para que no se pueda deducir la clave por fuerza bruta.

Ademis, como el encriptamiento de la letra A es independiente del de
la letra B, y éste independiente de la letra C, etc., aunque el adversario
averiguara algunas letras no podria deducir todas. Tampoco es probable que se mantenga
la distancia entre letras, asi que el conteo no revelaria inmediatamente la clave. Parece
que este sistema es entonces muy seguro, pero no lo es.

Para empezar, no resiste un ataque de texto plano conocido, porque si Eva logra averiguar
suficiente texto plano como para que cada letra, o al menos la mayoria, aparezcan
entonces averiguard la clave.

Tampoco resiste un ataque de texto cifrado conocido porque el conteo de frecuencias también
se puede aplicar a este sistema y, aunque es engorroso, si hay suficiente texto se puede hacer.

Supongamos que interceptamos el siguiente mensaje del que sélo sabemos que hasido encriptado
con alguna tabla similar a la anterior, pero no sabemos cudl es entre las 27! Posibilidades:

BIEX HKIE HBHS NIIS IWAY IHBS GMGD SGNH SIEZ AWQH EHEZ GZGQ
NHGS GEPD ABYH GYIQ NGZH NHSS HXGQ SIES ALQI ECHS URAE VC

Contemos cudntas veces aparece cada letra en ese mensaje. Obtenemos:

A:5 B:4 C:2 D:2 E:9 F:0 G:10 H:13 110 J:0 K:1 L:1 M:1
N:4 N:1 O:0 P:1 Q:5 R:1 S:11 T:0 U:1 V:1 W:2 X:2 Y:3 Z:4
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Las letras mds frecuentes en espafol son la E y la A. Por lo tanto, es probable que la E
haya sido encriptada, de acuerdo con la tabla anterior, como G,H,I o S y lo mismo con A.
Podemos tratar primero suponiendo que E fue encriptado como H, que es la més frecuente.
Escribamos debajo de cada H del mensaje cifrado una E, para ver que obtenemos:

BIEX HKIE HBHS NIIS IWAY IHBS GMGD SGNH SIEZ AWQH EHEZ GZGQ
E E E E E E E

NHGS GEPD ABYH GYIQ NGZH NHSS HXGQ SIES ALQI ECHS URAE VC
E E E E E E

La siguiente letra més frecuente esla S, asi que podriamos suponer que la A fue encriptada
como S. Si hacemos esa suposicién tenemos:

BIEX HKIE HBHS NIIS IWAY IHBS GMGD SGNH SIEZ AWQH EHEZ GZGQ
E E EA A E A A EA E E

NHGS GEPD ABYH GYIQ NGZH NHSS HXGQ SIES ALQI ECHS URAE VC
E A E E EAAE A A EA

Tenemos un problema porque hay una secuencia de cuatro letras consecutivas EAAE. Aunque
supongamos un corte de palabra entre las dos A, tendriamos una palabra que termine en EA
seguida de otra que empieza con AE. Podria ser algo como...VEA AERO.... pero vemos que
hay otros dos lugares con la combinacién EA. Sabemos que el articulo EL es muy comtn en
espafiol, asi que es mds probable que sea la L haya sido con S y no con la A.

Ahora asumiremos que L fue a S. La G y la I, que son letras con altas frecuencias, deben
ser las encriptaciones de A 'y O, o al revés. Supongamos primero que A fuea Gy O al.
Con estas suposiciones tenemos:

BIEX HKIE HBHS NIIS IWAY IHBS GMGD SGNH SIEZ AWQH EHEZ GZGQ
O EO E ELOOLO OELA A LAEILO E E AA

NHGS GEPD ABYH GYIQ NGZH NHSS HXGQ SIES ALQI ECHS URAE VC
EAL A EAO AE ELLE A LOL O EL

Vemos el segmento EL 2O0LO que traec a la mente la frase EL ZOOLOGICO,
ademds hay otra O tres letras después de la secuencia OOLO. Si estamos en lo correcto,
entonces WAY debe ser el encriptamiento de GIC y N debe ser el encriptamiento de Z.
Reemplazando entonces tenemos:

BIEX HKIE HBHS NIIS IWAY IHBS GMGD SGNH SIEZ AWQH EHEZ GZGQ
O EO E ELZOOLOGIC OE LA A LA ELO IG E E AA

NHGS GEPD ABYH GYIQ NGZH NHSS HXGQ SIES ALQI ECHS URAE VC
EAL A I CEACO AE ELLE A LOLI O EL I
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Observemos que tenemos que HBHS NIIS IWAY I es el encriptamiento de E? EL
ZOOLOGICO, y que luego sigue otra vez el par HB que se traduce como E? Y luego
tenemos SG que se traduce como LA. Pareciera que HB es EN lo que quedaria EN EL
ZOOLOGICO EN LA asi que asumamos que B es el encriptamiento de N y tenemos:

BIEX HKIE HBHS NIIS IWAY IHBS GMGD SGNH SIEZ AWQH EHEZ GZGQ
NO EO ENELZOOLOGIC OENLA A LA ELO IG E E AA

NHGS GEPD ABYH GYIQ NGZH NHSS HXGQ SIES ALQI ECHS URAE VC
EAL A INCEACO A E ELLE A LOLI O EL I

La frase EN EL ZOOLOGICO EN LA ?A?LA, sugiere que es

EN EL ZOOLOGICO EN LA JAULA, se podria decir que la M es el encriptamiento
dela] yla D el encriptamiento de la U. Ademds, observemos que la letra E tiene una
frecuencia de 9, que es bastante alta, y otra de las letras frecuentes del castellano es la S,
asi que reemplacemos las E por S:

BIEX HKIE HBHS NIIS IWAY IHBS GMGD SGNH SIEZ AWQH EHEZ GZGQ
NOS E OS ENEL ZOOL OGIC OENL AJAU LA E LOS 1IG ESES A A

NHGS GEPD ABYH GYIQ NGZH NHSS HXGQ SIES ALQI ECHS URAE VC
EALAS U INCE ACO A E ELLE A LOSLI OS EL IS

La oracién NOS E OS ENEL ZOOL OGIC OENL AJAU LA E LOS IG E S debe ser
NOS VEMOS EN EL ZOOLOGICO EN LA JAULA DE LOS TIGRES.

Asi, podemos completar:

BIEX HKIE HBHS NIIS TWAY IHBS GMGD SGNH SIEZ AWQH EHEZ GZGQ
NOSV EMOS ENEL ZOOL OGIC OENL AJAU LADE LOST IGRE SEST ATA

NHGS GEPD ABYH GYIQ NGZH NHSS HXGQ SIES ALQI ECHS URAE VC
DEALAS U INCE ACO DATE DELLEVA LOSLI OS EL IS

Y, podemos deducir que el mensaje es:

NOS VEMOS EN EL ZOOLOGICO EN LA JAULA DE LOS TIGRES ESTA
TARDE A LAS QUINCE ACORDATE DE LLEVAR LOS LIBROS ? EL 221822

El primer ? (que corresponde con la C) pareceria ser la'Y, con lo que tendriamos

NOS VEMOS EN EL ZOOLOGICO EN LA JAULA DE LOS TIGRES ESTA
TARDE A LAS QUINCE ACORDATE DE LLEVAR LOS LIBROS Y EL 22IS?Y
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Aclaracion

AN

Si vemos las letras que faltan asignar, terminamos de completar:

NOS VEMOS EN EL ZOOLOGICO EN LA JAULA DE LOS TIGRES ESTA
TARDE A LAS QUINCE ACORDATE DE LLEVAR LOS LIBROS Y EL WHISKY

Este fue un e¢jemplo de un mensaje muy corto. Cuando el mensaje es muy largo, las
frecuencias de las letras dirdn con mucha seguridad donde se encriptaron la A, 1a E y las letras
mds comunes. A partir de alli, con un buen conocimiento del idioma es ficil quebrarlo.

En resumen, no importa que tan compleja sea la substitucién, el hecho de que el idioma
castellano tiene ciertas regularidades en su estructura y que la frecuencia de las letras no es
uniforme, permite descifrar el mensaje si este es lo suficientemente largo. Ademds, estd el
problema de que si por algiin motivo Eva averigua de alguna forma parte del texto plano,
ya averigué bastante de la clave y es probable que pueda descifrar el texto cifrado.

¢Cémo resolver este problema? La solucién consiste en usar bloques mds grandes que una
letra. El problema en el esquema anterior es que la A siempre se encripta como una G, la
E siempre como una H, etc. Pero si tomdramos bloques de dos letras, entonces la A no
siempre se encriptaria de la misma forma porque dependeria de la que tenga al lado.

Esta es otra leccién aprendida a lo largo de la historia de la criptografia:

El tamano del bloque debe ser lo suficientemente grande como para que un andlisis de
frecuencia no sea til, y también lo suficientemente grande como para que sea improbable
que una revelacién de parte del texto plano revele todos los posibles bloques.

El problema con un bloque de dos letras es que, en vez de guardar una tabla con 27
elementos, debemos guardar una con 27.26/2=351 elementos. Una alternativa seria usar
algin sistema que permitiera deducir cudl es el encriptamiento de un par de letras.
Como ejemplo daremos el cifer Playfair que se usé en Inglaterra a fines del siglo XIX,
en realidad hay varias versiones; pero ejemplificaremos s6lo con una.

0 5.3. Sistema Playfair

En este cifer basta recordar una palabra o frase clave. Por ejemplo, usaremos como frase clave:

VOLVERAN LAS OSCURAS GOLONDRINAS EN TU BALCON SUS NIDOS
A COLGAR.

Tomamos esa frase y la escribimos en un

cuadrado con cinco filas de cinco casillas cada

una, no volvemos a escribir las letras repetidas.
\ \ \ \
] ] ] ]
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Al terminar con toda la frase, escribimos las letras que no se usaron en orden alfabético.
Consideraremos la I y la ] como una sola letra y, como esto fue inventado en Inglaterra,
no se toma la N.

Para encriptarlo se toman pares de letras. Puede suceder

V 0 L E R

Al N S C U que cada par de letras esté en la misma fila, en la misma
6l ol Wl T B columna, o en columnas y filas distintas. Veamos cada
Fl h K™ P caso por separado:

Q| w X Y z

En la misma fila: Por ejemplo el par OE.

Se toman las letras a la derecha de cada una de ellas, en este caso LR. También podrfamos
haber acordado tomar las letras a la izquierda. En ese caso OE se encriptaria con VL.
Pero para ejemplificar el cifer fijemos las letras a la derecha.

sQué pasa si tenemos por ejemplo el par SU? ;Cudl es la letra a la derecha de U? Las filas
se leen dando la vuelta, es decir, que la letra a la derecha de la U serfa la A. Asi el par SU
se encripta como CA. Otro ejemplo: el par PH se encripta como FK.

En la misma columna: Por ejemplo el par DO.

Se reemplazan por las letras que estin debajo de ellas, entendiendo que si estamos en
la dltima fila la letra debajo de ella es la que estd en la primera fila. Asi, DO se encripta

como HN y AQ se encripta como GV.

Ni en la misma ni en la misma columna: Por ejemplo el par AM.

En este caso las letras son dos de los vértices de un rectdn- vl o Ll E R
gulo. Para encriptarlas se toman los otros dos vértices. Si H N s ¢ 0
las letras son Ay M, la A estd en lasegunda filay la primera g0 1 B
columna y la M estd en la cuarta fila y cuarta columna. Fl H K P
Entonces, reemplazamos la A por laletrade lasegunda fila = X M 7
pero cuarta columna, es decir la C, y la M por la letra de la
cuarta fila pero primera columna, es decir la E

AM — CF
Similarmente, ED se reemplaza con OT:

V| 0 L E R

Para desencriptar hay que hacer las operaciones inversas, A LN S| C U
es decir, rotar a la derecha si estdn en la misma fila, o hacia m I T B
arriba si estdn en la misma columna, o hacer el cambio F| H K| M P
mencionado antes si estdn en distintas filas o columnas. ajw X| Y z
El tnico problema es el caso de letras repetidas. Paraevi-  gp _, oT

tarlo, antes de encriptar hay que agregar una letra muda
(por ejemplo la X) entre dos letras iguales, si las letras iguales fueran X, hay que agregar
una segunda letra muda, por ejemplo Q. Otro problema, que también se resuelve agre-
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gando una letra extra, es que la longitud del mensaje sea impar.

Ejemplos

@

Encriptemos ATACAREMOS ALABAMA'Y MISSISSIPPI.

Si usdramos un cifer de substitucion de una letra, se notarfa la repeticién de las As, Ss e
Is. En cambio, con Playfair, se encripta de la siguiente manera:

Se agrupan las letras en grupos de a dos, en el caso de grupos con dos letras iguales,
agregamos una X. Obtenemos:

AT AC AR EM OS AL AB AM AY MI SX SI SX SI PX PI
que se encripta:

CGNU UV CYLN SV UG CF CQKT IL IKIL IK KZ KB

Observar que la A se ha encriptado como C, N, Uy S, y se ha encriptado laI como T, K'y
B, lo que borra bastante un posible andlisis de frecuencia de letras. Por otro lado, podemos
ver que la S siempre se ha encriptado como I, esto es porque para este caso siempre aparece
en combinacién con letras de su misma columna; éste es uno de los defectos de Playfair.

Si bien Playfair oculta un poco las frecuencias de las letras, se puede hacer un anlisis de
frecuencia de pares de letras, y aunque se necesita mds texto y un andlisis mds compli-
cado, los criptégrafos pueden quebrar ficilmente un cifer como Playfair. Se necesita un
cifer con bloque mds grande.

Para
resolver

Ejercicios 5.1:

1) Usando Playfair con clave DEJE EL XILOFON EN EL ZOOLOGICO, encriptar
MARIA FUE A BUSCAR LA GUITARRA.

2) Usando Playfair con clave ATAHUALPA YUPANQUI, encriptar NOS JUNTAMOS
EN LA CASA DE MIGUEL A LAS NUEVE.

0 5.4. El cifer (supuestamente) indescifrable

Durante algunos siglos hubo un cifer que se consideraba indescifrable, en rea-
lidad no lo es, aunque hasta hoy hay quienes siguen sosteniendo esa idea. Es
el cifer Vigenere, llamado asi por Blaise de Vigenere (1523-1596).

Vigenere inventd un cifer que es bésicamente el de César con clave variable;
pero le agregé la idea de cambiar la clave de letra a letra.
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Por ejemplo, tomando como palabra clave CAMION la primera letra del texto se encripta
sumando C, la segunda sumando A, la tercera sumando M, la cuarta sumando 1, la quinta
sumando O, la sexta sumando N, y se vuelve a empezar: la séptima se encripta usando C, la

octava con A, etc. Por ejemplo, para encriptar ATACAREMOS ALABAMA Y MISSISSIPPI
con la palabra clave CAMION, si ignoramos la N, es decir médulo 26 tenemos:

AITIAICIAIRIEMIOISIAILIAIBIAIMIAIYIMIIISISIIISISIIIPIPII
CIAIMI[IIOINICIAMIIIOINICIAMII|IOINICIAMIIIOINICIAIMI| IO
DIUINILIPIFIHINIBIBIPIZIDICIN PIMIPIJIFIBIXIGIVIJICIYIX

Si escribimos el mensaje cifrado en grupos de cinco letras para mejor lectura tenemos:

DUNLP FHNBB PZDCN VPMPJ FBXGV JCYX

Vemos que la misma letra se encripta de diversas formas. Es necesario hacer un anilisis
de frecuencia de bloques de 6 letras, o mds si la palabra clave es mds larga, lo que era
completamente impracticable, por eso se lo consideraba el cifer indescifrable.

Pero no lo es, aunque si es cierto que se necesita interceptar mds texto para quebrarlo.

Por ejemplo, observemos que la A se encripta como D, N, P, P otra vez y N otra vez. Las
dos veces que se encripta como P es porque en dos lugares distintos coincide una A con la
O de camidn. Si se tiene suficiente texto, estas coincidencias van a aparecer. Bdsicamente,
lo que sucede es que se estd encriptando las letras 1, 7, 13, 19, etc, todas con la misma clave
(C en nuestro caso). Si tenemos un niimero suficiente de texto, y sabemos la longitud de la
clave, podemos simplemente tomar todas esas letras (las que estdn en posicién congruente
a 1 médulo 6) y aplicarles un andlisis de frecuencia a ese texto. Como se trata de un cifrado
tipo César, ni siquiera hace falta mucho trabajo porque, como vimos antes, una vez que
se sabe dénde va una letra se sabe el lugar de todas. Aunque queda el problema de saber la
longitud de la clave, también hay técnicas para deducirla.

Las operaciones serdn todas médulo 26, es decir, sin la N.

Supongamos que se encuentra el siguiente mensaje y que, ademds, se supone que fue
encriptado con Vigenere y se quiere desencriptar:

AXLEBOTFPJOIAVNYHASWAXHEAWJFGXJYJEAAQLIBKWGIUYFBSWYTFIBPJLI-
BKWGIBPFWRCAWJEMKJIFIULFJUDASSGRKSSPMAQSWLWY SVIPFKHNHNYYJVZHEA
WUGHNNJFGXJYJEAAXWKAWSLIBKWGHNXITYBYFIYWWWTSUYJIGIZIDEPWWYE
WPFVIUZNSFUKVMICASYEDJIAFDFTHEAAHAHXWZFEBPWGRJQY SFIFFFHXOJVIDJF
ESCKHAGUAYSNDOYGEKWOGHNHFJYNZFLVIJOJJEMAQSQXPTUMLHILEQWDMRQQ
JUSNJIIKIQQIUSNIJHGRCNFIEDJRSTIONYEUWXARBPWMGLETFIBZIDQILFWWJOQSW
UHINEAWSSPVAIASMAQTSBMZWGXHNFHIJYWGXIQSWLWY SVIPFKLIOYSYWHZYE
AIFIGIZTUSWQSSBYAWGIBASGIBAQDYPWWVSWZIKINJHMIWPWSIUYFBSWYTFIUP
JKSAKIWWMAJIKIUQLSVMAGWGIINFEAACSGCWRWRCAUSWXOMSGRWIDRXNYWP
DALGHXXQSVHYFEMWWWHEBKXZELEFWPNOYWEUHNVIKAWAENJHGRCNFJWNB
WWRCAFGXAKFIFXHHSZNWQHMNZIDQRORGEUHNWRLKSLVINFGXAKRSTIMZWG
XINWRIWIFYWWCQXNNRARJASMRIVQSBMKSVILKRAIWVFWWUWRAWVWCVSWZ
JLIAINFEKWIDSCNTEEYWFKMZQJIJNYNHASENOJDYPWWQWRCFWWCASMIEKRSTJH
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ZWKXZIIYNHQWKDAFDEIZITIAWHSQRIFITIOTKLIYNSIUOZICUQJYSYWXGWQWH
AENHTWWCAFZSAWXAIBPFSVAEGSHNHHSNXJIWPCAXGVXZJTILWASVILWGBRIFV
EVASLIVAYJSBASHVXBZFHRZFVTINFDYNCTHSMAWWBCNFWVNHHSNXJUWVXAX
LINOYSGNNWSHXYTFYWYFFHIJZTUSWYTEFRIFUMXJIQSGUWAWHNHFUSVXNFELE
TFWNZIVYLAZKEWZTVSBLFDEKNFKGUWAWWUWUJIMVAWSGUWAWIBHFEMBIFUP
JRIIYNJJUIBEY STINFDINNIKXNIIFWIFISWRMZWWRQXLIMAXLEUADWRMKJIKXNIJ
FWIFJQEUWXSFNHFKIPQSVEYWQSFAWHDEEAJKHNOTPMANNTSWQHDIRYTMWJN
QSGUWAWHNOTPMANNTSWQHDIRYTUSVKHDEEAIWYWIILSMKUDEHBFAVYWWSI
WYWATCWWDEXPWSTIHFTVJIYQSZNAQJIBQQLEMKIKPIJYQSZNMZWPNLJIQRPNJEJ
XWAVNHHSNXIIWPCAXGVXXZWRIOZWVCA

Lo primero que debemos hacer es tratar de encontrar la longitud de la clave. Hay
varios métodos para ello, pero usaremos uno de los mds simples: busquemos coin-
cidencias, es decir, cadenas de letras iguales. En general, si la cadena es muy larga, es
improbable que se haya producido meramente por azar y estard apuntando a que
un segmento idéntico del texto fue encriptado con el mismo segmento de la clave,
lo que nos permitird encontrar la longitud. Después de mirar un rato... Vemos:
que la cadena LIBKWG se repite dos veces, la cadena QQJUSN]J se repite una
vez, la cadena NHHSNX] se repite dos veces, y también que la cadena més larga
HNOTPMANNTSWQHDIRYT se repite una vez. También se observa que se repiten ca-

denas mds cortas, pero es mejor tener en cuenta las cadenas mds largas.

AXLEBOTFPJOIAVNYHASWAXHEAWJIFGXJYJEAAQLIBKWGIUYFBSWYTFIBPJLIE
BKWGIBPFWRCAWJEMKJIFIULFJUDASSGRKSSPMAQSWLWY SVIPFKHNHNY YJVZHEA
WUGHNNJIFGXJYJEAAXWKAWSEIBKWGHNXJTYBYFJYWWWTSUYJJGJZIDEPWWYE

WPFVIUZNSFUKVMICASYEDJIAFDFTHEAAHAHXWZFEBPWGRIQY SFIFFFHXOJVIDJF

ESCKHAGUAYSNDOYGEKWOGHNHFJYNZFLVIJOJJEMAQSQXPTUMLHILEQWDMRQQ!
JUSNUIKIQQJUSNJHGRCNFIEDJRSTIONYEUWXARBPWMGLETFIBZIDQILFWWJIOQSW

UHJIJNEAWSSPVAIASMAQTSBMZWGXHNFHJIJYWGXIQSWLWY SVIPFKLIOYSYWHZYE

AIFJGIZTUSWQSSBYAWGIBASGIBAQDYPWWVSWZIKINJHMIWPWSIUYFBSWY TFIUP

JKSAKIWWMAJIKIUQLSVMAGWGIINFEAACSGCWRWRCAUSWXOMSGRWIDRXNYWP

DALGHXXQSVHYFEMWWWHEBKXZELEFWPNOYWEUHNVIKAWAENJHGRCNFIWNB

WWRCAFGXAKFIJFXHHSZNWQHMNZIDQRORGEUHNWRLKSLVINFGXAKRSTIMZWG

XINWRIWIFYWWCQXNNRARIJASMRIVQSBMKSVILKRAIWVFWWUWRAWVWCVSWZ

JLIAINFEKWIDSCNTEEYWFKMZQJINYNHASENOJDYPWWQWRCFWWCASMIEKRSTJIH

ZWKXZJIYNHQWKDAFDEIZITIAWHSQRJIFIJTIOTKLIYNSIUOZICUQIYSYWXGWQWH

AENHTWWCAFZSAWXAIBPFSVAEGSHNHHSNXIIWPCAXGVXZJITILWASVILWGBRIFV

EVASLIVAYJSBASHVXBZFHRZFVTINFDYNCTHSMAWWBCNFWVNHHSNXIUWVXAX

LINOYSGNNWSHXYTFYWYFFHJZTUSWY TEFRIFUMXJQSGUWAWHNHFUSVXNFELE

TFWNZJIVYLAZKEWZTVSBLFDEKNFKGUWAWWUWUIMVAWSGUWAWIBHFEMBIFUP

JRIIYNJIUIBEYSTINFDINNIKXNIIFWIFISWRMZWWRQXLIMAXLEUADWRMKJIKXNIJ

FWJIFJQEUWXSFNHFKIPQSVEYWQSFAWHDEEAJK HNOTPMANNTSWQHDIRY.TMWJN

QSGUWAWHNOTPMANNTSWQHDIRYTUSVKHDEEAIWYWIJLSMKUDEHBFAVYWWS|

WYWATCWWDEXPWSTIHFTVIYQSZNAQJIIBQQLEMKJIKPIYQSZNMZWPNLJIJQRPNJE]

XWAVNHHSNXIIWPCAXGVXXZWRIOZWVCA

Vemos que hay una diferencia de 20 letras entre el comienzo del primer LIBKWG vy el
comienzo del segundo, y una diferencia de 85 letras entre el segundo y el tercero. Hay una
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diferencia de 10 entre el principio del primer QQJUSN]J y el segundo. Entre el primer
NHHSNX] y el segundo hay una diferencia de 80 y, entre éste y el tercero, hay 375 letras.
Entre el primer HNOTPMANNTSWQHDIRYT vy el segundo hay una diferencia de 30.

El miximo comun divisor entre 20, 85, 10, 80, 375 y 30 es 5. Entonces, dividimos el
mensaje tomando las letras que estdn en posiciones congruentes a 1 médulo 5, luego las
congruentes a 2 mddulo 5, etc. Con las letras que estdn en posiciones congruentes a 1
modulo 5 hacemos un conteo y obtenemos:

A:42 B:3 C:2 D:0 E:5 F:4 G:0 H:20 1.9 J:18 K:19 L:5 M:4
N:16 O:18 P:13 Q:12 R:1 S:0 T:0 U:0 V:3 W:39 X:5 Y:17 Z:15

Las letras mds frecuentes son A y W, que aparecen casi el doble de veces que la que les
sigue en tercer lugar. Ademds, entre la W y la A hay tres letras (X,Y y Z) contando en
forma circular. Esto es un fuerte indicio que la letra W del texto cifrado es en realidad
el encriptamiento de la letra A del texto original, y que la letra A del texto cifrado es el
encriptamiento de la letra E del texto original. Para que A se encripte como W la clave
de las letras congruentes a 1 médulo 5 debe ser V.

Hacemos el mismo conteo, con las letras que son congruentes a 2 médulo 5, obtenemos:

A:6 B:0 C:3 D:2 E:0 F:43 G:2 H:16 1.7 ]:42 K:0 L:2 M:1
N:14 O:1 P:0 Q:18 R:8 S:14 T:20 U:5 V:1 W:24 X:13 Y:14 Z:13

Vemos que las letras mds frecuentes, y separadas por tres letras en el medio, son Fy J. Asi
que la A debe haber sido encriptada como E con lo cual la clave de las letras congruentes
a2 moédulo 5 es E.

Veamos ahora las congruentes a 3 médulo 5. Contando:

A:16 B:2 C:0 D:17 E:5 F:20 G:19 H:7 1:2 J:19 K:15 L:14 M:7
N:2 O:0 P:2 Q:3 R:0 S:47 T:8 U:10 V:11 W:35 X:0 Y:6 Z:2

y ahi vemos un salto grande en S y W, también separadas por tres letras. Asi que, A debe
haber sido encriptada como §, la clave es R.

Para las congruentes a 4 médulo 5 tenemos:

A:0 B:4 C:1 D:0 E:42 F:7 G:18 H:15 1:39 J:0 K:3 L:2 M:9
N:4 O:0 P:10 Q:5 R:15 S:25 T:8 U:1 V:18 W:20 X:5 Y:15 Z:3

y ahi el salto se ve en E y en I, con tres letras en el medio. Para que A se encripte como

E la clave debe haber sido D.

Finalmente, para las congruentes a 5 médulo 5:
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A:19 B:21 C:16 D:8 E:3 F:0 G:0 H:2 [:2 J:35 K:4 1:10 M:12
N:37 O:0 P:4 Q:4 R:13 S:0 T:0 U:23 V:7 W:20 X:23 Y:5 Z:1

Vemos un salto de las frecuencias en ] y N, separadas por tres letras, lo que indica que A
fue encriptada como J, es decir, la clave es I.

Vemos que la clave completa es VERDI.

Si hacemos Vigenere restando esa palabra del texto cifrado obtenemos:

ESTASSONLASDIRECCIONESPARAENCONTRARELTESOROELCAJONCONESTETESO-
ROESTAENTERRADOENELPARQUENACIONALDELASCATARATASDELIGUAZUPARAP
ODERENCONTRARESEGRANTESORODEBEBUSCARUNARBOLCERCADELAGARGANT
ADELDIABLOQUETENGAUNDIBUJOPARECIDOAUNASTRONAUTABAJANDOSEDEUN
AMOTOCICLETAJUSTOABAJODELARUEDATRASERADELAMOTOCICLETAHAYUNHU
ECOENESEHUECOENCONTRARAUNMAPASIGALASINSTRUCCIONESDELMAPAESASL
ASLLEVARANALMEDIODELBOSQUECOLINDANTECONLASCATARATASHASTAUNLU
GARMARCADOCONUNAXPEROESENOESELLUGARDONDESEENCUENTRAELCAJONC
ONELTESORODESDEESELUGARDEBECAMINAREXACTAMENTEPASOSHACIAELNORT
ELUEGODOBLARYCAMINARPASOSHACIAELESTEALLIDEBERIAENCONTRARSEFREN
TEAOTROARBOLCAVEALPIEDELMISMOALLIENCONTRARAOTROMAPAQUECOMIEN
ZAENUNAXYTERMINAENUNAZLAXDONDECOMIENZAESLAMISMAXDONDETERMIN
ABAELOTROMAPAASIQUEVUELVAAESELUGARYSIGAESTENUEVOMAPALUEGODEQ
UELLEGUEALAZDEBERACAMINARPASOSHACIAELSURYLUEGOPASOSHACIAELOES
TEAHORASIESTAARRIBADELCAJONDELTESORODEBECAVARAPROXIMADAMENTEM
ETROSENPROFUNDIDADPARALUEGOPODEREXTRAERELCAJONPEROESTEESTACER
RADOCONUNCANDADOCONCOMBINACIONLACLAVEDELACOMBINACIONSEDEDUC
EUSANDODOSPALABRASCLAVESLAPRIMERACLAVEESLAMISMACLAVEQUENECESIT
APARALEERESTEMENSAJEASIQUESIUSTEDESTALEYENDOESTEMENSAJEYALASABE
LASEGUNDAPALABRACLAVEESDESOXIRRIBONUCLEICOUSARLACLAVEDESOXIRRI
BONUCLEICOCOMOCLAVEDEUNMETODOPLAYFAIRPARAENCRIPTARLAOTRAPALAB
RACLAVEELRESULTADOESLACLAVEQUELEPERMITIRAABRIRELCAJONDELTESORO
BUENASUERTE

o bien, mds legible:

ESTAS SON LAS DIRECCIONES PARA ENCONTRAR EL TESORO EL CAJON CON ESTE
TESORO ESTA ENTERRADO EN EL PARQUE NACIONAL DE LAS CATARATAS DEL
IGUAZU PARA PODER ENCONTRAR ESE GRAN TESORO DEBE BUSCAR UN ARBOL
CERCA DE LA GARGANTA DEL DIABLO QUE TENGA UN DIBUJO PARECIDO A UN
ASTRONAUTA BAJANDOSE DE UNA MOTOCICLETA JUSTO ABAJO DE LA RUEDA TRA-
SERA DE LA MOTOCICLETA HAY UN HUECO EN ESE HUECO ENCONTRARA UN MAPA
SIGA LAS INSTRUCCIONES DEL MAPA ESAS LAS LLEVARAN AL MEDIO DEL BOSQUE
COLINDANTE CON LAS CATARATAS HASTA UN LUGAR MARCADO CON UNA X PERO
ESE NO ES EL LUGAR DONDE SE ENCUENTRA EL CAJON CON EL TESORO DESDE ESE
LUGAR DEBE CAMINAR EXACTAMENTE PASOS HACIA EL NORTE LUEGO DOBLAR Y
CAMINAR PASOS HACIA EL ESTE ALLI DEBERIA ENCONTRARSE FRENTE A OTRO
ARBOL CAVE AL PIE DEL MISMO ALLI ENCONTRARA OTRO MAPA QUE COMIENZA EN
UNA XY TERMINA EN UNA Z LA X DONDE COMIENZA ES LA MISMA X DONDE TERMI-
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NABA EL OTRO MAPA ASI QUE VUELVA A ESE LUGAR Y SIGA ESTE NUEVO MAPA
LUEGO DE QUE LLEGUE A LA Z DEBERA CAMINAR PASOS HACIA EL SUR Y LUEGO
PASOS HACIA EL OESTE AHORA SI ESTA ARRIBA DEL CAJON DEL TESORO DEBE CAVAR
APROXIMADAMENTE METROS EN PROFUNDIDAD PARA LUEGO PODER EXTRAER EL
CAJON PERO ESTE ESTA CERRADO CON UN CANDADO CON COMBINACION LA CLAVE
DE LA COMBINACION SE DEDUCE USANDO DOS PALABRAS CLAVES LA PRIMERA
CLAVE ES LA MISMA CLAVE QUE NECESITA PARA LEER ESTE MENSAJE ASI QUE SI
USTED ESTA LEYENDO ESTE MENSAIJE YA LA SABE LA SEGUNDA PALABRA CLAVE ES
DESOXIRRIBONUCLEICO USAR LA CLAVE DESOXIRRIBONUCLEICO COMO CLAVE DE
UN METODO PLAYFAIR PARA ENCRIPTAR LA OTRA PALABRA CLAVE EL RESULTADO ES
LA CLAVE OUE LE PERMITIRA ABRIR EL CAJON DEL TESORO BUENA SUERTE

Obviamente, debe haber otro mensaje diciendo exactamente cudntos pasos caminar y
cudntos metros cavar.

En el ejemplo anterior dedujimos la longitud de la clave buscando coincidencias, que
no suelen ser tan féciles de encontrar. Luego, dedujimos la clave simplemente haciendo
el conteo de frecuencias y reconociendo el doble salto de la A y la E.

Pero en realidad, si uno sospecha que la clave tiene una longitud mds o menos razonable (diga-
mos menos de 10 -12 caracteres), ese segundo método basta. Simplemente, vamos asumiendo
que la longitud de la clave es 2, 3, 4 etc. y haciendo un conteo médulo esos nimeros. En
cuanto encontremos la longitud correcta aparecerd el doble salto en la frecuencia de las letras.

El problema con Vigenere es que bdsicamente estd encriptando en bloques de, por ejemplo
cinco letras, pero no trata al bloque como un bloque compacto, sino que lo que le pasa a
la primera letra es independiente de lo que le pasa a la segunda letra, e independiente de lo
que le pasa a la tercera letra, etc. Comparemos esto con el cifer Playfair, en el que el bloque
se comporta como tal y no se puede partir en sub-bloques de a uno. Una leccién aprendida
de Vigenere, es que todas las componentes del bloque deben interactuar unas con otras.

AGRANDANDO EL BLOQUE

Vimos que Playfair realmente trata a su bloque de dos letras como un bloque, mientras
que Vigenere no. Pero un bloque de dos letras es un tanto chico.

A un norteamericano llamado Lester S. Hill se le ocurrié en 1929 un método ingenioso
para conseguir un bloque grande sin mucho esfuerzo. En vez de usar s6lo sumas modu-
lares, también utiliza productos modulares.

Ejemplo con un bloque de 4 letras:

Supongamos que queremos encriptar ABCD. Para eso se necesita una palabra clave de
4 letras, por ejemplo NEMO. Entonces, se multiplica (médulo 27 o médulo 26, de-
pendiendo si se usa o no la N) A por N, B por E, C por M y D por O y se suman esos
resultados. Supongamos que usamos el alfabeto con la N, las operaciones son médulo
27. La numeracién que serd: A=1, B=2, ..., X=25, Y=26, Z=0. Entonces:
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A por N= 1x14=14.

B por E= 2x5=10.

C por M=3x13=39 pero médulo 27 tengo 39=12.
D por O=4x16=64, pero médulo 27 tengo 64=10.

Luego, sumamos esos resultados parciales:
14+10+12+10=46, y médulo 27 tenemos 46=19=R.

Asi, el encriptamiento de ABCD con NEMO da la letra R.

Pero el texto cifrado deberia dar un bloque de 4 letras, no una sola. Esta es slo la primera
letra del bloque cifrado. Para obtener las otras tres, se necesitan tres palabras claves mds. Es
decir, para poder encriptar un bloque de 4 letras, se necesita un total de 4 palabras claves
de 4 letras cada una o, también es valido, una palabra clave de 16 letras.

Por ejemplo, supongamos que uso la clave NEMOCAMINOSEGURO.

Las ordeno tomando de a cuatro letras:

Esta disposicién de las letras (en realidad, de los nimeros que re-
presentan las letras) se llama una matriz.

cl|lo(x>|m

| Z|Z

D202
oOlm|—|O©

La primera fila de la matriz dard la primera letra del encriptamien-
to, la segunda fila la segunda letra, etc. Ya vimos que encriptar

ABCD con NEMO da la letra R.

De la misma forma, tenemos que usar la palabra CAMI para obtener la segunda letra:

A por C= 1x3=3.

B por A= 2x1=2.

C por M=3x13=39 médulo 27 =12.
D por [=4x9=36 médulo 27 =9.

Sumamos esos resultados parciales: 3+2+12+9=26, y que la segunda letra es Y.

Para la tercera letra hacemos lo mismo con NOSE y para la cuarta con GURO, y obte-
nemos que ABCD se encripta con RYQ)J.

Veamos un ejemplo mds extenso:
Supongamos que queremos encriptar ANDA HACIA ESE ANDEN.

Si dividimos en grupos de 4, tenemos los grupos ANDA HACI AESE ANDE N
Para que queden 4, agregamos tres X al final de todo:

ANDA HACI AESE ANDE NXXX
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Observar que tenemos varias A, E, e incluso tenemos dos veces el grupo de tres letras
AND. Si hacemos todas las operaciones, esto queda encriptado como:

PWYB CJPI AOF] ZFRL SVFK

Las letras A se encriptaron como P, B, J, Ay Z. Las letras E como O, J y L. Las letras N
como W, Fy S. Es mds, ANDA y ANDE tan parecidas, se encriptaron como PWYB en
un caso y ZFRL en el otro.

Ahora, ;cémo desencriptamos?

Si bien no se desarrollardn todos los detalles, aclaramos que mediante operaciones mate-
maticas a partir de la matriz, se obtiene la matriz inversa. Mediante operaciones de suma
y multiplicacion aplicadas al texto cifrado, obtendremos el texto original.

En nuestro ejemplo, la inversa (médulo 27) es:

MWRC
Z 1 HK
FGDD
YKHQ

Aclaracién: no todas las matrices tienen inversa. Como no se desarrolla en el texto coémo
obtener la inversa de la matriz, anticipamos que la que se plantea aqui, s la tiene.

Justamente, un problema del método de Hill, es que depende de que la clave tenga in-
versa. Si no la tiene, el sistema no sirve para encriptar.

Salvo por este problema, el cifer de Hill mezcla bien las palabras, la clave es lo sufi-
cientemente grande y el bloque también, al menos para la época en que lo inventé. Sin
embargo, Hill tiene una falla fatal.

Explicar en detalle la falta, excede las posibilidades de este libro, pero si se expondrd el
concepto de esa falta.

Para explicarlo, nos situaremos en una granja. Estando alli, vemos que s6lo hay
vacas y gallinas. Supongamos que le preguntamos al dueno cudntas gallinas y
cudntas vacas tiene.

Responde que tiene 22 animales, que todos estdn sanos y enteros, y que entre
todos ellos hay 48 patas. ;Cémo averiguar lo que preguntamos?

Sillamamos G al nimero de gallinas y V al niimero de vacas, entonces G+V=22.
Por otro lado, como las gallinas tienen 2 patas y las vacas 4, y todos los animales
estdn sanos y enteros, 2G+4V=48. Esto se puede expresar como un sistema de
dos ecuaciones con dos incégnitas:
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G+V=22
2G+4V=48

Dividimos la segunda ecuacién por 2, obteniendo:

G+V=22
G+2V=24

Restamos a la segunda ecuacién la primera:

G+2V-(G+V)=24 — 22, es decir, V=2
Sabemos que el dueno tiene 2 vacas. Entonces, de la ecuacién G+V=22 debe tener 20 gallinas.
:Qué tiene que ver todo esto con el sistema Hill?

Utilizamos ese ejemplo, para ver que era un caso de resolucion de ecuaciones lineales. El
caso es que todo el sistema de Hill es lineal. En el caso de un bloque de, digamos, 4 letras
todo lo que el atacante necesita son 4 textos cifrados, mds sus 4 correspondientes textos
originales. Si esos textos satisfacen la condicién de independencia lineal (que no desarrol-
laremos en este texto) , entonces el atacante O P PR .
puede escribir un sistema de ecuaciones que : La leccién que aprendieron los criptografos
le permite calcular todas las palabras claves. : del sistema de Hill es que: Todo buen siste-
ma necesita alguna no linealidad.

Veremos un sistema que aplica todas las lecciones aprendidas. Es un sistema con un
bloque no muy grande, para que podamos seguir las ideas, asi que es probablemente mds
o menos ficilmente rompible con computadoras. Sin embargo, nos sentard las bases para
entender otro sistema muy bueno.

La idea bésica es: Hill es muy bueno en mezclar las letras, pero es lineal.

Una substitucién letra a letra puede hacerse no lineal, pero al ser letra a letra permite un
andlisis de frecuencia.

Entonces, podemos preguntarnos ;Qué tal combinar los dos sistemas?

Es decir, hacer una substitucién letra a letra, y luego combinarlas con Hill. Hill se en-
cargard de que no se pueda hacer el andlisis de frecuencia y la substitucién, si estd bien
elegida, prevendrd el ataque mediante ecuaciones lineales.

Esta idea es muy buena, tanto que se utiliza en casi todos los cifers modernos.

¢Cudl serd la clave?
Un sistema bastante seguro tendria la clave involucrada tanto en la substitucion letra a le-
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tra, como en la matriz de Hill. Ahora bien, queremos estar seguros de que la substitucion
tenga suficiente no linealidad, entonces (con mayor razén si vamos a dejar que el usuario del
sistema elija sus claves) debemos descomponer la substitucién en dos partes: una no secreta
pero que asegure no linealidad, y otra secreta. Combinaremos un cifer Vigenere con clave
secreta, con un cifer no lineal sin clave. La clave serd simplemente la clave de Vigenere.

En cuanto a la matriz de Hill, recordemos que debe ser invertible.
Si la dejamos a merced de una clave, ésta deberfa ser muy bien elegida. Pero si queremos que lo
utilice cualquiera, podriamos usar una matriz fija y luego una mezcla tipo Vigenere al final.

Para ejemplificar, tomaremos un bloque de 4 letras.

Nuestra clave serd de 8 letras (incluyendo la N, el espacio y el punto), para un total de
29 letras. Este es un sistema que una computadora podria quebrar en un par de horas o
menos por fuerza bruta, porque 8 letras de este tipo son un poco menos de 39 bits. Asi
que, para evitar el quiebre, lo complicaremos un poco mis.

Asignamos A=1, B=2, ..., Z=27, espacio =28, punto =0. Lo primero que haremos serd
pasar por un Vigenere con nuestro bloque de 4 letras, mds las primeras 4 letras de la clave.
Luego, por la substitucion no lineal fija, a continuacién por el

cifer Hill, y finalmente una tltima encriptacién Vigenere para Texto original
ocultar el paso por Hill. Vigenere
Substitucion no lineal
Tomamos la misma matriz de Hill que antes, pero las ope- Hill
raciones serin médulo 29. La substitucién no lineal serd la Vigenere

siguiente: (el espacio en blanco estd expresado con _ ).

I[T|O]|A|B

A|B[C|D|E|F|G|H[I|J|K[LM[N|N|JO[P|Q|R|[S|T|U[VIW|X]|Y|Z
C|P|LIW|H[G|ZM|N|E|J|R|K]| .[DJU|N|V Q[S|F|Y[X

Esta es una substitucién no lineal mds o menos arbitraria, podria ser otra mientras sea
no lineal. M4s abajo, se mostrard por qué ésta serfa una buena eleccién, pero en reali-
dad no importa mucho para el propésito de ilustrar el sistema.

Veamos un ejemplo. Supongamos que queremos volver a encriptar:

ATACAREMOS ALABAMA'Y MISSISSIPPI.
Usaremos como claves AZUL y REMO.

Primero debemos dividir el mensaje en

bloques de cuatro, ahora podemos usar Texto A |T |A |C
los espacios: Clave Vigenere A |z |u |L
Resultado intermedio B R V N

ATAC AREM OS_A LABAMA_Y _MIS Substitucionnolineal | P | _ | Y |D
SISS IPPI. Hill Y |Q |H |P
Clave Vigenere R E M 0

Veamos paso a paso el primer bloque: Resultado final o v [T |bp
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(2)

Veamos de la misma forma los otros: Texto 0 |S _ |A
(1) Clave Vigenere A Z U L
Texto A R E M Resultado intermedio P Q T (M
Clave Vigenere A Z U L Substitucion no lineal N V S K
Resultado intermedio B P YA X Hill U Q D .
Substitucion no lineal P N 0 | Clave Vigenere R E M 0
Hill U F N E Resultado final L v P 0

Clave Vigenere R E (M |O (4
Resultado final L K [ _ |7 Texto M A | _ ]Y
(3) Clave Vigenere A Z U L
Texto L A B A Resultado intermedio N _ T |
Clave Vigenere A z U L Substitucion no lineal . A S N
Resultado intermedio | M _ W (M Hill L R Z D
Substitucion no lineal K A X K Clave Vigenere R E M |0
Hill U V . X Resultado final B |W K S

Clave Vigenere R E M [0 (6)
Resultado final L _ M L Texto S | S S
(5) Clave Vigenere A Z U L
Texto _ | M [ S Resultado intermedio | T E M |C
Clave Vigenere A |Z u L Substitucionnolineal | S | Z K |L
Resultado intermedio . K B C Hill X R F D
Substitucion no lineal B J P L Clave Vigenere R E M |0
Hill Z )\ H |W Resultado final N |W |R |S

Clave Vigenere R E M |0 (7)
Resultado final P B T K Texto I P P |
Clave Vigenere A z U L
Por lo tanto, el mensaje cifrado es: Resultadointermedio | J | N | J | B
. Substitucion no lineal E D E P
VIDLKTLVPOLMLBWKSPBTKNW Hill T E ] Y
RSKJMM Clave Vigenere R E M 0
Resultado final K J M | M

¢Cémo se desencripta?

Simplemente hay que hacer las operaciones en orden inverso: es decir, primero restar la
segunda clave Vigenere, luego multiplicar por la inversa de Hill, luego hacer la substi-
tucién inversa y finalmente restar la primera clave Vigenere. La matriz de Hill inversa

(médulo 29) es:

WNGZ

UIKM

ITFR

LXSD
La tabla de substitucién inversa es:
A|B|C|D|E|F H J L|M|[N O|P|Q|R|S|T VIW | X |Y|Z]|_
_ AN |J E K C|HI|P Z|B|lU|IL|T]|Y QIDW|[V|G|R|N
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Bien, hasta aqui la descripcién del sistema.

La tabla de substitucién no lineal que estd dada arriba es, como se ha dicho, mds o me-
nos arbitraria. A continuacién, mostramos qué ideas se usaron para construirla y cémo
podria construirse una tabla propia en forma similar. Algunas de las ideas introducidas
abajo serdn usadas, mds adelante, para otro tema.

Primero veamos un poco de ecuaciones.

Las ecuaciones que nos interesan son de la forma 4X=1. En ese caso, la solucién es
X=1/a. (salvo que =0, en cuyo caso no tiene solucién).

¢Qué pasa si planteamos la solucién pero con médulo de algin nimero?
Queremos resolver la ecuacién 2X=1 mod 7, para algtn 7.

(Usaremos la notacién z=w mod 7 para indicar que z es el resto de la divisién de w por 7.
No utilizamos la notacién de congruencia sino la de igualdad, porque queremos enfati-
zar que el resultado z=w mod 7 estd entre 0 y 7-1).

Por ejemplo, supongamos que queremos resolver la ecuacién 2X=1 mod 5. En este caso
podriamos tomar todos los X posibles, multiplicarlos por 2 médulo 5, sélo considera-
mos los X no nulos:

2.1=2 2.3=6=1 mod 5
2.2=4 2.4=8=3 mod 5

Vemos que la ecuacién 2X=1 mod 5 tiene efectivamente solucién, y mds atin, es Gnica.

Pero esto no siempre ocurre, por ejemplo, miremos la ecuacién 2X=1 mod 6.
Tenemos:

2.1=2 2.3=6=0 mod 6 2.5=10=4 mod 6
2.2=4 2.4=8=3 mod 6

La ecuacién 2X=1 mod 6 no tiene solucién.

Bésicamente, dado un nimero 7 nos preguntamos (segin lo visto en el capitulo de la
aritmética de los enteros) qué niimeros tienen inverso médulo 7. La respuesta es que s6lo
aquellos ndimeros coprimos con 7 tienen inverso. Pero sélo si 7 es un nimero p primo,
como 5. Entonces, la ecuacién 2X=1 mod p tiene solucién para todo a no nulo, y esa
solucién es unica en {0, 1, 2,..., p-1}.

Denotaremos la solucién a esa ecuacién como 1/ mod p.

En resumen: la notacién 1/2 mod p denota el tnico X en {0,1,2,...,p-1} tal que 2X=1 mod p.

Asi, por ejemplo, arriba vimos que 1/2 mod 5=3.
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Ejemplos

S,

Para
resolver

1/6 mod 7=6, pues 6.6=36=1 mod 7.
1/5 mod 7=3, pues 3.5=15=1 mod 7.

Ejercicio 5.2:

Calcular 1/5 mod 11, 1/7 mod 11, 1/6 mod 11, 1/5 mod 13, 1/ 2 mod 7. (Ayuda: en
este caso, como los primos son chicos, la solucién se puede encontrar simplemente bus-
cando todos los posibles. Al final del capitulo veremos un ejemplo para calcularlos sin
necesidad de tratar todos los casos posibles).

Bien, ahora que se tienen las herramientas matemdticas podemos describir un teo-
rema criptogréfico debido a Kaisa Nyberg, profesora de criptografia de la Universidad
Tecnoldgica de Helsinki.

Ese teorema dice, en forma resumida, lo siguiente: si se toma la substitucién que manda
el 0 al 0, y para un A no nulo se lo manda a 1/A médulo p, con p primo, entonces esa

substitucidn es “altamente no lineal”.

Esa substitucién es:

O[T [2[3[4[5[6]|7([8]9]10]11 1213 |14 15 [16 (17 |18 [19 (20 (21 |22 (23 |24 |25 |26 |27 |28
011510 (22 |6 |5 |25 (11 [13 |3 17 |9 (27 2|20 (12 |21 |26 [16 [18 [ 4 (24 (23 [ 7 [19 |14 (28

(==

Esa substitucién tiene un par de problemas, entre ellos que manda el O enel 0, el 1 en
el 1yel 28 (es decir, el -1) en el 28. Por lo tanto, luego de hacer la substitucién le sumo
2 médulo 29. La suma 2, al ser lineal, no cambia las propiedades de no linealidad (seria
algo como “no lineal+lineal=no lineal”) y evita que haya puntos fijos.

Esa transformacion, traducida a letras, es la transformacién que usamos antes, pero
cada uno podria construir la que quiera simplemente en vez de sumarle 2 médulo 29,
sumdndole algtin otro nimero. También se podria tomar un alfabeto que en vez de tener
29 simbolos tuviera por ejemplo 31, y realizar las operaciones médulo 31. O bien, un
alfabeto con solo 23 simbolos y hacer las operaciones médulo 23, etc. Lo importante es
que la cantidad de simbolos fuese un primo.

El cifer descripto es bastante seguro, pero una computadora moderna lo puede quebrar
rdpidamente con s6lo chequear todas las claves.

¢Qué podemos hacer? Una forma de incrementar la seguridad en los cifrados modernos
es anadir rondas. Es decir, en vez de usar el cifer anterior, podemos usar un cifer con una
clave de 12 letras en lugar de 8 repitiendo lo anterior. Una ronda de encriptamiento serfa
Vigenere + substitucién no lineal + Hill.
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En lugar de hacer: Texto original Hacemos: Texto original
Vigenere Vigenere
Substitucion no lineal Substitucion no lineal
Hill Hill
Vigenere Vigenere
Substitucion no lineal
O si queremos mds proteccién, en vez de agregar una ronda Hil
podemos agregar dos. Para un total de 3 rondas, tenemos: Vigenere
Texto cifrado
Texto original Para un total de 16 letras de clave
Vigenere que por ahora incluso los computadores mds rdpidos no pue-
Substitucion no lineal den revisar en un tiempo razonable.
Hill
Vigenere :Se utiliza un sistema como éste?
Substitucion no lineal No exactamente éste. Porque si bien hemos agrandado la cla-
Hill ve, no hemos agrandado el bloque, y un bloque de sélo 4
Vigenere letras es ficilmente quebrable por una computadora. Pero éste
Substitucion no lineal es, esencialmente, el estdndar criptogréfico de algoritmos de
Hill bloque que se usa en la mayoria de los bancos y sistemas de
Vigenere seguridad del mundo.
Texto cifrado

0 5.5. Un poco de historia moderna

En 1973 el gobierno de EEUU decidi6 publicar un estindar criptogréfico seguro para
que pudiera ser usado con confianza por bancos y otras compafifas.

El sistema, aprobado finalmente en 1976, se llamé DES, que son las siglas en inglés de
Estdndar de Encriptamiento de Datos (Data Encryption Standard).

A mediados de los 90, se observé que DES ya no era un algoritmo muy seguro. Luego
de una competencia internacional para elegir al sucesor, que ganaron dos profeso-
res de Bélgica, resulté elegido el AES (Advanced Encryption Standard: Estindar de
Encriptamiento Avanzado).

EI AES tiene esencialmente la estructura que vimos antes. En cada ronda hay una mezcla con la
clave tipo Vigenere, una substitucién no lineal construida apoyandose en el teorema de Nyberg
mds una transformacion lineal para evitar puntos fijos, y una transformacion lineal tipo Hill.

En lugar de usar un bloque de 4 letras (mds o menos 19 bits y medio) usan un bloque
gigante de 128 bits; la clave que usan también es de 128 bits, y en vez de usar dos o tres
rondas, usan 10. Ademds, como en las computadoras casi todas las cosas funcionan mejor

en potencias de 2, las operaciones no las hacen médulo 29, sino relativas al nimero 256.

Ahora bien, 256 es no primo, asi que no se puede usar el teorema de Nyberg en el con-
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junto de residuos médulo 256. Pero, los autores construyen un conjunto que tiene 256
elementos, en el que pueden definir una suma y un producto que tienen las propiedades
necesarias para que se pueda usar una version del teorema de Nyberg. La matemdtica
que utilizan es muy avanzada y tiene que ver con divisiones por polinomios.

Este es el estdndar que se estd usando en casi todos los bancos, salvo algunos que todavia
usan DES. Si estudiamos un poco el cifer podremos tener una idea aproximada de qué
estd protegiendo, en este momento, las comunicaciones del mundo.

Un cifer verdaderamente indescifrable

Vigenere puede ser descifrado, pero da origen a un cifer verdaderamente indescifrable, aunque
un tanto inatil. Consiste en tomar una clave tan larga como el texto a cifrar. De esta manera, no
se repite nunca la clave y la técnica de partir el texto cifrado en subtextos no puede hacerse.

Pero, para que este cifer sea realmente indescifrable, la clave debe ser generada al azar.

Tomar, como hacen algunos, como clave un texto para encriptar otro se quiebra muy
fécilmente con un andlisis de coincidencias y frecuencias. Este cifer se llama one time
pad, que en inglés significa, mds o menos, una hoja (con la clave) que se usa una sola vez.
También se lo conoce como el cifer de Vernam, que fue quien lo descubrié; el alfabeto
que usaba no eran letras, sino los puntos y rayas del sistema Morse.

La ventaja que tiene es que si la clave es realmente al azar, sin ella no hay forma de desen-
criptarlo. La desventaja es que necesita una clave tan larga como el mensaje a encriptar,
y toda la idea de los algoritmos de encriptamiento es transformar un secreto corto (la
clave) en uno largo (el mensaje).

Asi para transmitir un mensaje en forma segura, primero debemos hallar una forma para
transmitir toda la clave en forma segura. Por eso este cifer no es tan bueno.

Igualmente, el cifer Vernam se puede usar cuando es posible intercambiar la clave en
forma personal algin tiempo antes de necesitarla. Por ejemplo, existe el rumor de que
los EEUU usaban un sistema parecido en sus embajadas: se les daba una coleccién de
CD con bits grabados al azar. Una copia de esos CD estaba en Washington y se usaba en
orden para ir encriptando los mensajes. Luego de usados, se destruian.

Si bien este cifer tiene el inconveniente de que la clave debe ser tan larga como el mensa-
je, da origen a una serie de cifers que tratan de subsanar este problema y que se conocen
con el nombre en inglés de Stream Ciphers, o cifers de flujo.

CIFERS DE FLUJO

En el one time pad se requiere una clave de longitud igual al mensaje, que sea comple-
tamente al azar. Los cifers de flujo son, esencialmente, el one time pad, pero tratan de
crear la clave a partir de una clave mds pequena.
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Obviamente, el resultado no es una clave al azar y, por lo tanto, estos cifers no son se-
guros como el one time pad. Pero los criptografos tratan de que la “regla” por la que se
crea la clave grande a partir de la pequefa produzca un resultado que sea lo mds parecido
posible a una secuencia al azar. Por lo menos que sea muy dificil para alguien distinguir
entre eso y el azar verdadero. En general esto es muy dificil.

Veamos una idea de uno de los cifers de flujo mds conocidos, llamado RCA4.

RC4 opera con bytes, es decir “letras” de 8 bits cada una, como un “alfabeto” de 256 letras.
Como es muy complejo, sélo queremos dar una idea que ademds se pueda resolver “a mano”.
Usaremos las operaciones principales de RC4, pero reducidas a nuestro alfabeto de 27 letras.

Comencemos con una substitucién cualquiera de las letras, esta serd la clave.

Si entendemos como siempre A=1, B=2 ,..., Y=26, Z=0, llamaremos S[A] a la letra que
serd substituida por A, S[B] a la letra que serd subsitutida por B, etc.

Por ejemplo, si usamos la tabla dada al principio del capitulo:

o
o

Q[R|S
Q|B|S|C|I|NJL|J

A|B|C|D[E|[F|G|H|I[J]K|L|[M|N|N
DIX|[H|Z|[G|N|PW|E[R|Y|F|T|A[V

_.
[
==
>
<
N

tenemos que S[A]=D, S[B]=X, S[C]=H, ..., S[Z]=K.

Pero también, se identifican letras con niimeros, asi que también podemos escribir:

S[1]=4, S[2]=25, etc.

Antes usdbamos esta tabla para hacer una substitucion directa de las letras, en cambio, ahora
produciremos una sucesion de letras, que usaremos como si fueran la clave de un one time pad.

Concretamente, supongamos que vamos a encriptar ATACAREMOS ALABAMA Y
MISSISSIPPL

Produciremos una secuencia de letras K, K,, K,, ... Entonces, nuestro texto cifrado ten-
drd, como primera letra A+K, mod 27, como segunda T+K, mod 27,..., etc.

¢Cémo producimos la secuencia de letras?

Antes de avanzar, es necesario explicar una diferencia fundamental entre un cifer de flujo
y uno de bloque. En principio, en el cifer de bloque se podria usar el mismo cifer con
la misma clave para encriptar mensajes distintos. En un cifer de flujo esto no se puede
hacer porque se produciria la misma secuencia de letras para encriptar, y entonces, el
atacante simplemente tomarfa los dos textos cifrados, los restarfa uno de otro, y tendria
la diferencia entre dos textos que no dependen de la clave. Después haria un anilisis de
frecuencias y recuperaria ambos textos.
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Asi que los cifers de flujo siempre se usan con dos claves: una que es secreta y fija, y otra
que es variable de mensaje a mensaje, pero que no tiene por qué ser secreta. Esta clave
variable se llama un “IV” (siglas en inglés de vector de inicializacién).

Entonces, si Alicia le quiere mandar a Berto un texto cifrado con un cifer de flujo, ademds
le tiene que mandar sin encriptar cudl es el IV. Alicia y Berto deben mezclar la clave secreta
con el IV y tendrdn una clave de sesién que usardn sélo para encriptar un mensaje. Si después
quieren encriptar otro mensaje deberdn cambiar el IV y tendrdn otra clave de sesién.

Supongamos que nuestro IV es otra sustitucién. Para hacerlo simple digamos que el IV
estd dado por el César A-->D, B-->E, etc.

Entonces, la clave de sesién serfa tomar el resultado de la clave secreta dada arriba, y cam-

biarla haciéndole el César. El S[] que usaremos serd S[1]=D+3=G, S[2]=X+3=A, etc.

El resultado completo serfa:

A|/B|C|D|[E|F|G|H|I[J|]K[LIM[N|N[O|P|Q|R|S|[T|JU|JVIW[X]|Y]|Z
G|A|K|C|[J|Q|S|Z|H[U|B|[I|W[D|Y|[T|E|V|F|L[PIN|M|O|[R|[X]|N

Ahora vamos a producir la secuencia. Mantendremos dos indices, 7 y ;. Inicialmente
sera 1y jserd 0.

En cada paso, a jle sumaremos S[7] médulo 27. Por ejemplo, en el primer paso sumamos
a j=0 el valor S[1]. En nuestro caso, S[1]=7 por lo tanto el nuevo j serd 0+7=7.

Ahora que tenemos /=1y j=7, intercambiamos los valores de S[1] y de S[7]. Es decir,
al principio tenemos que S[1]=7 y S[7]=S[G]=5=20 después de intercambiar S[1]=20 y
S[71=7.

Ya estamos listos para decir cudl serd la letra que usaremos para encriptar la primera letra del
texto a cifrar: es la letra S[S[1]+S[7] mod 27]. Es decir, S[1]+S[7] mod 27=20+7 mod 27=0.
En este caso la letra que usaremos para encriptar es S[0]=N.

La primera letra encriptada es A+N=N.

Para hallar la segunda letra, tomamos 7=2. Le sumamos a j el valor S[2]. Es decir, jes 7 y
le sumamos el valor S[2]=1. El nuevo j es j=8. Nuevamente, intercambiamos los valores
de S[2] y S[8]. Como S[8]=0, luego del intercambio queda S[2]=0, S[8]=1.

La letra que usamos para encriptar es S[S[2]+S[8] mod 27]=5[0+1]=S[1]=20.
Entonces, la segunda letra encriptada es T+20=21+20 mod 27=41 mod 27=14=N.

Es decir, la clave va evolucionando lentamente, cambiando a medida que vamos avan-
zando en el encriptamiento. Los dos primeros pasos fueron:
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A[B[C|D|E[F|[G|H[I|J|K[L|M|[N[NJO|P|Q|R|S|T|U|VIW|X]|Y]|Z
G|A|K|C|J|Q|S|Z|H|U|B| I W|D|Y|T|E|V|F|L|PINIM|J|O|R|X|N
A[B[C|D|E[F|[G|H[I|J|K[L|M|[N[N|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|X]|Y]|Z
S[A|K|C|J[Q|G|[Z|H|U|B|IW|D|Y|T|E|V|F|[L|P[N|M[O|R|X]|N
A[B[C|D|E[F|[G|H[I|J|K[L|M|[N[NJO|P|Q|R|S|T|U|JVIW|X]|Y]|Z
S|Z|K|[C|[J|[Q[G|[A[H|[U[B|[I[W|D|[Y|[T|E|V|[F[L|P[N|MJO[R|X]|N

En general, iremos cambiando 7 sumdndole 1 (médulo 27) y j sumdndole S[7] (médulo
27). Luego, intercambiaremos los valores de S[7] y S[/] y usaremos para encriptar el valor

S[S[i]+S[j] mod 27].

Hagamos algunos pasos mds. Para la tercera letra, /=3, y aj que valia 8 le sumamos S[3]=K=11,
el nuevo j es 8+11=19. Intercambiamos los valores de S[3] y S[19]. La tabla queda:

A|B|C|D|E|F|G|H|I[J|]K|[LIM[N|N|O|P|Q|R|S|[TJU|JVIW |X]|Y]|Z
S|{Z|F|C|J|[Q|G|[A|H|U|B| I[W|D|Y|T|[E|V|K|[L|P[N|M[O|R|X]|N

La letra que usaremos para encriptar serd S[S[3]+S[19] mod 27]=S[6+1 1]=S[17]=E_=5. La
tercera letra del texto cifrado es A+5=F El texto cifrado correspondiente a ATA es NNE

Veamos la cuarta letra: 7 vale 4. A j=19 le debemos sumar S[4]=3, el nuevo j es 22.(=U).
Intercambiamos los valores de S[4] y S[22], la tabla queda:

A|B|C|D|E|F|G|H|I[J|]K|[LIM[N|N|O|P|Q[R|S|[TJU|JVIW |X]|Y]|Z
S|[Z|FIN|J|[Q|G|[A|H|U|B| I[W|D|Y|T|[E|V|K|[L|P[CIM[O|R|[X]|N

La letra que usamos para encriptar es S[S[4]+S[22] mod 27]=S[15+3]=S[18]=V=23.

La cuarta letra del texto a cifrar es C, asi que la cuarta letra del texto cifrado es:

C+23=26=Y.

Para acelerar la descripcién iremos mostrando cémo obtenemos las letras para encriptar
el “fujo”. Luego escribiremos directamente todo el texto a cifrar, después el flujo y, por
ultimo, el texto cifrado.

Quinta letra: =5, a j le debemos sumar S[5]=10, el nuevo j queda 22+10 mod 27=32
mod 27=5. Observar que en este caso 7=j, asi que el intercambio de S[7] por S[;] no pro-

duce cambios. La letra del flujo es S[S[5]+S[5]]=S[10+10]=S[20]=L.

Sexta letra: 7=6, a j=5 le debemos sumar S[6]=18, el nuevo ; queda 5+18=23.
Intercambiando S[6] por S[23] nos queda la tabla:

A|B|C|D|E|F|G|H|I[J|K|[LIM[N|N|O|P|Q|R|S|[TJU|[VIW|X|Y|Z
S|{Z|FIN|]J[M|G|[A|H|U|[B| I[W|D|Y|T|E|JV|K[L|P|C]|Q

o
p=s)
>
=2
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La sexta letra del flujo es S[S[6]+S[23] mod 27]=S[13+18 mod 27]=S[31 mod 27]=S[4]=N.

Séptima letra: i=7, a j=23 hay que sumarle S[7]=7, el nuevo j es igual a 23+7 mod 27=30
mod 27=3. Intercambiando S[7] por S[3] queda la tabla:

A|/B|C|D|[E|F|G|H|I[J|]K[LIM[N|N[O|P|Q|R|S|[T|JU|JVIW[X]|Y]|Z
S|Z|GIN|J|M|F[A|JH|U|[B|I[(W|D[Y|T|E|JV[K[L|P|C]AQ

o
=)
>
=

Hacemos S[S[7]+S[3] mod 27]=S[6+7]=S[13]=W.

Octava letra: 7=8, a j=3 le sumamos S[8]=A, el nuevo j es j=4. Intercambiando S[8] con

S[4] queda la tabla:

A|B|C|D|E|F|G|H|I[J]K|L
S|Z|G[A[|JM[F|N|JH[U|[B] I

==
o
—<
—
m
<
=
—
o
o
(=)
o
s}
>
=

S[S[8]+S[4]]=S[15+1]=S[16]=T.

Novena letra: 7=9, a j=4 le sumamos S[9]=8. El nuevo j es 12. Intercambiando S[9] con
S[12] tenemos:

A|B|C|D|E|F|G|H|I[J]K|L
S|Z|G[A[JM[F|N|I[U|B]|H

==
o
—<
—
m
<
=
—
o
o
(=)
o
s}
>
=

S[S[9]+S[12]]=S[9+8]=S[17]=E.

Décima letra: =10, a j=12 le sumamos S[10]=22, el nuevo j es 12+22 mod 27=34 mod
27=7. Intercambiamos S[10] con S[7]:

A|/B|C|D|[E|F|G|H]| I[J|K|[LIM[N|N|O|P|Q|R|S|[TJU|JVIW[X]|Y]|Z
S|Z|G|A|J[MJU[N| I|F|[B|HW|D[Y|T|E|JV|K[L|P|C]|Q

o
=v)
>
=2

S[S[10]+S[7] mod 27]=S[22+6 mod 27]=S[28 mod 27]=S[1]=S.

A|T|A|C|A|R M|O0|S
N|S|E[V[L[NW[TJ|E|S
N|{N|F|Y[M|G|B|G|T|M

El texto cifrado correspondiente a ATACAREMOS es NNFYMGBGTM.

m

Entonces tenemos:

Continuando, tendriamos que para la decimoprimera letra, 7=11, a j=7 le sumamos
S[11]=2, el nuevo j es 9. Intercambiando S[11] con S[9] tenemos la tabla:

A|B[C|D|E[F|[G|H[I|J|K|LM|N|N|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|X]Y
S|Z|G|A[J[MJUIN|B|[F[I|HW[D|Y|T|E|JV|[K[L|P[C]Q

N

o
=)
>
=2

S[S[11]+S[9]]=S[2+9]=S[11]=I.
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En este ejemplo se observa que si se hace primero S[S[7]+S[/]] y después el intercam-
bio, el resultado es distinto que si hace primero el intercambio y después se calcula
S[S[]+S[j]]. RC4 especifica el cambio primero y por eso lo planteamos de esa forma.

Como vemos, el algoritmo es un tanto engorroso, pero la seguridad es fantdstica en
relacién con tamafio pequefio y la simpleza.

Para ejemplificarlo creemos que ya hemos mostrado bastante, pero al que le interese
puede seguir con el encriptamiento.

Vemos que 7 va avanzando sin pausas, uno a uno, cambiando eventualmente todas las entradas.
Mientras tanto j se va moviendo mds o menos al azar, asi que los cambios no son predecibles.

El estado interno que un atacante deberia adivinar tiene tamafo 27!.27 (debe adivinar
la permutacién mds el j). Esto es aproximadamente 98 bits de informacién, asi que no
es factible un ataque de fuerza bruta. Un andlisis de frecuencia no sirve porque el estado
interno va cambiando constantemente. El tinico punto débil serfa que en las primeras
salidas, cuando el estado todavia no estd bien mezclado, podria revelar la clave, si se usa
la misma clave con muchos IV distintos. Por eso, en general se recomienda “tirar” sin
usar las primeras salidas.

Como dijimos el RC4 real es parecido, pero tiene un alfabeto de 256 letras, es decir, un es-
tado interno de tamafio 256!.256 que es muy grande, y se usa en muchisimos programas de
computacion, aunque ya estd un tanto viejo. Tiene 20 afnos, una eternidad en criptografia.

INTERCAMBIO DE CLAVES

Alicia: (en el teléfono) Bien, Berto, ya entendi el sistema que me mandaste y estoy segura
de que Eva no podrd quebrarlo, pero...

Berto: ;Pero? ;Cudl es el problema?

Alicia: Bueno Berto. Estos sistemas son muy buenos, pero necesitamos una clave que
sepamos s6lo vos y yo. Si lo hubiera sabido, la tltima vez que nos vimos, hace tres meses,
nos hubiéramos puesto de acuerdo con una clave, pero como no lo hicimos. jQué hace-
mos ahora? No puedo mandarte la clave por teléfono porque Eva la sabria.

Berto: Ah, pero eso tampoco es problema. Te voy a ensefiar un método para que vos y yo
construyamos entre los dos una clave, y que ademds Eva no pueda saberla.

Alicia: Pero, Berto, Eva va a escuchar todo lo que me digas. Si yo puedo seguir tus ins-
trucciones, también lo puede hacer Eva.

Berto: No. Te voy a dar instrucciones para que vos hagas algo con informacién que sélo
vos conozcas, asi que Eva no va a poder repetirlas.

Alicia: Pero si es informacion que sélo yo conozco ;cdmo vas a poder saber vos la clave? Me pa-
rece que estas un poco loco, Berto. No veo que haya ninguna forma para que vos y yo hagamos
algo para obtener una clave en comin, y que Eva, que estd escuchando todo, no pueda repetir.
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Berto: Estds equivocada, Alicia. S{ hay una forma. Eso si, vas a necesitar una muy buena
calculadora....

Todos los algoritmos que vimos hasta ahora requieren el conocimiento de una clave
secreta compartida entre las dos personas que se quieren comunicar.

Supuestamente esas dos personas, digamos Alicia y Berto, se encontraron antes en algiin
lugar seguro y se intercambiaron las claves. Pero ;qué pasa si no se pudieron encontrar

de antemano y deben intercambiar la clave a través de un medio inseguro?

Dos criptografos llamados Whitfield Diffie y Martin Hellman resolvieron este proble-

ma, en forma mds o menos sencilla, usando propiedades elementales de la matemdtica.
Primero, supongamos las siguientes operaciones:
2'=2; 2%=4; 23=8; 21=16; 2°=32; 2°=64; 27=128.

Podemos preguntarnos: dado un niimero z del conjunto {1, 4, 8, 16, 32, 64, 128} ;Cudl
es el niimero x, tal que 2 = 2 ? Por ejemplo: si 2=64, entonces x=06.

Esto es encontrar logaritmos (en base 2). Mucha gente tiembla al oir la palabra loga-
ritmo, pero encontrar logaritmos es algo relativamente ficil. De hecho, hoy se pueden
calcular en la mayoria de las calculadoras.

Supongamos que no queremos hacer las operaciones en los reales, sino médulo algiin nimero
primo. Por ejemplo, tomemos el primo p=7, y tomemos como base el niimero 2. Tenemos:

2'mod 7 =2 24 mod 7=2
22mod 7 =4 2° mod 7=4
2mod 7 =1 2°mod 7=1

En este caso, los tinicos niimeros que podrian tener un logaritmo en base 2 médulo 7 son
1, 2 y 4, pero, a diferencia de los reales, no es tnico: tanto 22 como 2° dan 4 médulo 7.

Con otro nimero pueden ser todos distintos:

3! mod 7= 3 3*mod 7=4
32mod 7=2 3°mod 7=5
3°mod 7=6 3¢ mod 7=1

A partir de alli, si empiezan a repetirse.
Si hacemos la cuenta veremos que 4° mod 7=1, 5°mod 7=1 y 6°mod 7=1.
Eso pasa en general, para todo primo p y para todo nimero b con 0<b<p, tenemos que

b7 mod p = 1.
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Pero, como en el caso del 2 arriba, puede ser que &7 mod p=1 para algiin ¢ menor que
p-1. Como es seguro que en p-1 se empiezan a repetir, s6lo nos fijamos en niimeros
menores o iguales que p-1.

De todos modos, lo que nos interesa no es si hay o no un tnico exponente, sino si somos
capaces de encontrar al menos uno. Es decir, dado un z queremos un x tal que 4* mod
p=z. Por lo dicho anteriormente, basta con buscar los x entre 1 y p-1, pero si p es muy
grande esta busqueda puede demorar mucho tiempo.

Si bien se conocen métodos que son un poco mds répidos que una bisqueda total, no
son mucho mds répidos, y si el nimero p es muy grande, digamos de 300 cifras deci-
males, entonces toda la edad del universo no alcanzaria para encontrar el x.

El problema de dado z hallar un x tal que 4* mod p=z, se conoce como problema del
logaritmo discreto

Es un problema muy dificil que nadie sabe cémo resolver en un tiempo razonable. Pero esto,
le permiti6 a Diffie y Hellmann inventar un lindo algoritmo para intercambiar una clave entre
Alicia y Berto, atn si s6lo se pueden comunicar por un canal inseguro. Suponemos que Eva
puede ver todo lo que Alicia le manda a Berto y todo lo que Berto le manda a Alicia.

Alicia y Berto deben construir una clave entre ellos de forma que sélo ellos la conozcan, a pesar de
que Eva esté escuchando todo lo que dicen. Parece imposible. ;Verdad? Pero si se puede hacer.

Para empezar, tomaremos el ejemplo con un primo p chico.

Tomemos como primo p=11. Hay que elegir también una base g. Alicia elige g=2 y le co-
munica a Berto que va a usar tanto p=11, como g=2. Eva escucha todo esto. Ahora, Alicia
elige en secreto un nimero x que no le comunica a Berto. Digamos que Alicia elige el
ntmero x=4. A continuacién, Alicia calcula el nimero »=2% mod 11=16 mod 11=5.

Alicia le manda ese nimero v a Berto.

Eva también sabe cudl es ese niimero porque lo ve; pero como el problema del logaritmo
discreto es dificil, saber v no le facilita saber x (en este ejemplo, como los nimeros son
chicos podria encontrarlo por fuerza bruta, pero en la prictica p tiene cientos de digitos).
Ahora bien, Berto tampoco tiene la menor idea de cudnto vale x. ;Qué hacer? Berto hace
lo mismo que Alicia: toma un nimero z, por ejemplo z=9. Con ese nimero que eligié
calcula w=g* mod p. En este caso, w=2" mod 11=512 mod 11=6. Berto le manda w a
Alicia. Al igual que con v, Eva puede leer el w=06, pero como el problema del logaritmo
discreto es dificil, no puede saber que w viene de z=9.

Veamos qué sabe cada uno en este momento:

Alicia sabe que x=4 y que w=6.
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Berto sabe que v=5 y que z=9.
Eva sélo sabe que w=6 y que v=5.

Entonces, si bien Eva escucha todo lo que Alicia y Berto se dicen, no puede saber lo que
no se dicen. Es decir, no puede saber x porque Alicia no se lo dice a Berto, ni puede saber
z porque Berto no se lo dice a Alicia.

Ahora bien, supongamos que Alicia hace:
w*mod p=6* mod 11=(36)? mod 11=3% mod 11=9

Como sélo Alicia sabe x, Eva no puede hacer ese cdlculo. {Berto tampoco puede! Pero
Berto si puede hacer el cdlculo ¥ mod p:

v mod p=5° mod 11=(25)* 5 mod 11=3* 5 mod 11=4.5 mod 11=9.

iSorpresa! Alicia hizo un célculo con la informacién que ella tenia y obtuvo 9.
Berto hizo un cilculo con la informacién que él tenia y también obtuvo 9.

Ahora, Alicia y Berto pueden usar 9 como su clave comtn, porque Eva no la puede calcular.

Esto puede parecer casualidad, veamos otro ejemplo.
Tomemos como primo p=53 y como g=2. Aprovechamos este nuevo ejemplo, para ex-
plicar cémo se efectian estos cdlculos con ndmeros grandes.

Supongamos que debemos calcular 22345563678 mod 154667
& q
Serfa una locura calcular 223455636789y [yeoo tomar médulo. Entre otras cosas, porque no ha
y lueg q y
suficientes 4tomos en el universo para escribir el niimero 2'24°%%% en digitos decimales.

La solucién obvia seria tomar #=2 y hacer 123455636789 veces =2t mod 154667. Pero,
si se supone que uno estd tomando un niimero p lo suficientemente grande para que el
problema del logaritmo discreto sea dificil de resolver, entonces calcular #=2¢ mod p un
nimero x de veces no seria factible de hacer en tiempo razonable. Si lo fuera, Eva podria
ir haciendo =27 mod p, una cierta cantidad de veces hasta hallar ».

Entonces, ;c6mo se hacen los célculos con nimeros grandes?

El truco estd en la descomposicién binaria de x. Suponemos que Alicia elige x=15.
Podemos escribir 15 como 15=8+4+2+1. Es decir, en el sistema binario se escribe como
“1111”. Por lo tanto, 215=2824222,

Entonces, en vez de hacer 2%, alcanza calcular 2, 2, 2* y 2%, médulo 53, y luego multipli-
carlos también médulo 53. Es ficil calcular 2, 2%, 2 y 2% porque cada uno es el cuadrado del
anterior, por lo tanto, s6lo necesitamos una operacion para calcular cada uno de ellos. En de-
finitiva, para calcular 2" no necesitamos hacer 15 multiplicaciones sino s6lo 4 elevaciones al
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cuadrado y cuatro productos. No parece mucho ahorro, pero es que 15 es un nimero bajo.
Si tuviésemos que hacer 247, este método permitirfa en vez de hacer un millén y pico

e multiplicaciones calcularlo con sélo 20 multiplicaciones elevaciones al cuadrado.
de multipl lcularl lo 20 multipl y20el | cuadrad
En el caso de los nimeros que realmente se usan en criptografia por este método se re-
quieren varios cientos de multiplicaciones y elevaciones al cuadrado, pero por el método

irecto toda la edad de este universo mas varios universos paralelos no alcanzaria.
directo toda la edad de est lel 1

Calculemos 2" mod 53.

Este caso es simple porque no hay Os en la expansién binaria de 15. Usaremos dos vari-
ables: la variable # para calcular 2, 22, 2*y 2% Al principio tomamos #=2 y luego la vamos
elevando al cuadrado. Ademds necesitamos otra variable, a la que llamaremos 7. En esta
variable, al final de todos los cdlculos deberfa encontrarse la respuesta que buscamos, es
decir 215 mod 53. Para hacer eso, simplemente inicializamos la variable como =1, y
luego en cada paso hacemos simplemente =7z mod p.

Entonces, primero tomamos #=2, r=1.

En el primer paso s6lo hay que hacer =1.2=2.

En el segundo paso elevamos # al cuadrado y multiplicamos 7 por el resultado: 7:

t=2%=4, r=2.4=8.

En el tercer paso hacemos lo mismo:

t=4?=16, r=8.16 mod 53=128 mod 53=22.

En el cuarto y dltimo paso:

#=(16)? mod 53=256 mod 53=44 y:
r=22.44 mod 53=968 mod 53=14

También podriamos haber hecho: 7=22.44 mod 53=22.(-9) mod 53=-198 mod 53=14)
Por lo tanto, 2'> mod 53=14.

Este es el nimero » que Alicia le manda a Berto. Como antes, Eva puede leerlo.

Berto elije 2=22. Berto debe calcular w=2* mod 53.

Veamos como se hace con el método de la expansion binaria:

Primero, escribimos 22 en binario: 22(decimal)=10110(binario).

Entonces, 2%2=2'2422, Debemos calcular esos nimeros y luego multiplicarlos. Como
antes, fijamos 7=2, r=1, e iremos haciendo #=# mod p y 7=r¢ mod p, pero esto tltimo sélo
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lo hacemos cuando haya un 1 en la expansién binaria. En el caso de 2" lo haciamos
siempre porque 15(decimal)=1111(binario).

Entonces, en el primer caso hacfamos 7=1.2, pero ahora no lo hacemos porque el primer
digito binario de 22 (leyendo de derecha a izquierda) es cero. Luego del primer paso,

sigue siendo =1, #=2.

En el segundo paso hacemos #=27=4, y como el segundo digito binario de 22 es 1, tam-
bién hacemos r=r.r=1.4=4.

En el tercer paso hacemos #=4’=16, y como el tercer digito binario de 22 es 1 también

hacemos 7=7.# mod p=4.16 mod 53=64 mod 53=11.

En el cuarto paso hacemos 7=(16)> mod 53=256 mod 53=44, pero como el cuarto digito
binario de 22 es 0, dejamos 7 como estd.

En el quinto y dltimo paso hacemos: 7=44* mod 53=(-9)* mod 53=81 mod 53=28, y como el
quinto digito binario de 22 es 1, hacemos 7=7.7 mod p=11.28 mod 53=308 mod 53=43.

Entonces, Berto le manda w=43 a Alicia. Eva también ve esto, pero no puede hacer
nada de nada.

Alicia debe hacer ahora 43" mod 53. El método es igual que antes, sélo que ahora #
comienza en 7=43.

En el primer paso, como 15(decimal)=1111(binario), hacemos r=1.43=43.

En el segundo paso hacemos: /=(43)* mod 53=(-10)* mod 53=100 mod 53=-6 mod 53=47.
Y r=43.47 mod 53= (-10)(-6) mod 53=60 mod 53=7.

En el tercer paso hacemos: 7= (47)* mod 53= (-6)*> mod 53=36. Y =7.36 mod 53=
=252 mod 53=40.

En el cuarto y tltimo paso hacemos: 7=36* mod 53=(-17)* mod 53 =289 mod 53=24.
Y 7=40.24 mod 53=2.480 mod 53=2.(-50) mod 53=2.3 mod 53=06.

Alicia tiene ahora una clave igual a 6.

Berto habia recibido v=14 de Alicia y ¢l habia elegido z=22. Debe hacer 14?* mod 53.
Como antes, 22(decimal)=10110(binario).

Toma =14, =1y en el primer paso no hace nada, pues el primer digito binario de 22 es 0.
En el segundo paso hace: =14* mod 53=196 mod 53=37 y =1.37=37.

En el tercer paso hace: 237> mod 53=(-16)* mod 53=44 (antes hicimos este cdlculo) y
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r=37.44 mod 53=(-16).(-9) mod 53=-144 mod 53=-15 mod 53=38.

En el cuarto paso hace: 7=44” mod 53=(-9)> mod 53=81 mod 53=28. Y r queda como
estd, pues el cuarto digito binario de 22 es 0.

En el quinto, y dltimo paso, hace: =28 mod 53=784 mod 53=42.
Y 7=38.42 mod 53=(-15).(-11) mod 53=165 mod 53=6.

Berto, luego de todos estos cilculos, también obtiene lo mismo que Alicia.

Ambos pueden usar entonces el nimero 6 como clave, a pesar de que llegaron a él por
distintos caminos. Eva no puede hacer ninguno de esos cdlculos y no sabe cudl es la clave
de sesi6n.

. ‘ : >
Pero ;por qué funciona?

La respuesta es muy simple: bésicamente, porque “el orden de los factores no altera el
producto”. Resumamos qué es lo que pasa en el caso general:

Alicia elige un x, calcula v=g* mod p y le manda v a Berto.
Berto elige un z y le manda w=g* mod p a Alicia.
Alicia calcula clave A=w* mod p.

Berto calcula clave B=v°mod p.

Alicia usa clave A y Berto usa clave B.

Para que esto funcione, debemos probar que clave A = clave B.
Pero clave A = w*mod p=(¢° mod p)* mod p=(¢)* mod p=¢* mod p, mientras que,

clave B = *mod p=(g" mod p)*mod p=(g*)* mod p= g= mod p, y, por lo tanto, s6lo estamos
diciendo que para que las claves sean iguales debe ser vilido que zx=xz, lo cual es cierto.

Ejercicio 5.3: Para I~
resolver \\\

a) Calcular 2*? mod 37. ]

b) Alicia y Berto quieren intercambiar claves usando p=23 y g=3. Alicia elige x=18 y

Berto elige z=14. Hallar la clave comun.

J

0 5.6. Clave publica y privada

Los algoritmos de bloque y de flujo que hemos visto son llamados de clave simétrica. Porque
si Alicia quiere hablar con Berto, tanto Alicia como Berto deben tener la misma clave.

Esto estd bien para dos personas, pero supongamos que tenemos a Alicia, Berto, Cecilia,
Daniel, Ernestina, Federico, Gabriela, Hernando, Inés y Juanita que quieren hablar en secreto
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Taher EIGamal

Los autores de RSA

entre ellos. Ademds, Alicia no quiere que lo que le dice a Berto pueda ser leido por Ernestina, ni
quiere que lo que le dice a Ernestina pueda ser leido por Berto, y asi sucesivamente. O bien, no
les importa que entre si se puedan leer los mensajes, pero son parte de una organizacién clan-
destina y, si atrapan a uno de ellos, no quieren que se conozcan los secretos de todos. Entonces,
cada par de personas deberfa tener una clave distinta. ;Cudntas claves distintas necesitan?

Son 10 personas. ;Cudntos conjuntos de dos personas pueden formarse a partir de un
conjunto de 10 personas? Del capitulo de combinatoria, recordemos que esto se puede
hacer en 10.9/2=45 formas distintas. Por lo tanto, necesitaremos 45 claves distintas.

¢Y si hubiesen sido 100 personas? Necesitariamos 100.99/2=4.950 claves distintas. Si
fuese una organizacién realmente grande, con digamos 5.000 personas, requerimos

5.000 . 4.999/2=12.497.500 claves.

Por 1970, se inventaron algunas formas de lograr que el niimero de claves no necesitara ser
tan alto. Ademds, solucionaron otro problema. Supongamos que una organizacién tiene
1.000 miembros y el Zorro se une a ella. De la forma usual, el Zorro, para establecer su
clave deberfa comunicarse, de alguna forma segura, con cada uno de los 1.000 miembros.

En cambio, la nueva forma funciona asi: cada persona de la organizacién tiene dos claves,
una privada que sélo ¢l o ella conoce, y otra publica, que conocen todos. Cuando al-
guien se incorpora a la organizacién, no es necesario crear 1.000 claves o las que sean.
Independientemente del nimero de integrantes de la organizacién se crean sélo
dos claves. En el caso anterior, se crea una clave publica para el Zorro que se
publica, y una clave privada que s6lo sabrd él. Si habrd que darle al Zorro el
listado de las claves publicas de todos los otros integrantes, pero él no necesita
comunicarse con ellos para obtener las claves o para generar su propia clave.

Cuando Alicia quiera mandarle un mensaje al Zorro, ella simplemente bus-
card la clave puablica del Zorro y encriptard un mensaje para el Zorro con esa
clave. El Zorro (y sélo él) usard su clave privada para leerlo. Nadie mds, ni
Berto, ni Cecilia, ni Daniel, etc, podrdn leer ese mensaje. Mds adn, si Alicia
pierde el mensaje original que ella misma encriptd, ni siquiera ella podrd des-
encriptar el mensaje que le mandé al Zorro.

;Cémo puede existir un sistema asi? Puede, con la ayuda de las matemdticas.

El sistema mds conocido de este tipo es el sistema RSA que son las iniciales de sus
autores, Rivest, Shamir y Adleman. (Rivest es también el inventor de RC4).

En las figuras podemos ver los autores de RSA y a Taher ElGamal.

Otro sistema muy usado es el sistema ElGamal, llamado asi por su inventor.
ElGamal es un intercambio de claves Diffie-Hellman disfrazado, seguido de un en-
criptamiento que es, simplemente, multiplicar por la clave producida por Diffie-Hellmann.
Veamos c6mo se procede en ElGamal. Supongamos que Alicia quiere crearse una clave
publica/privada. Basicamente, lo que hace es iniciar la mitad de Diffie-Hellmann: primero

debe elegir un primo p muy grande y un niimero g entre 2 y p-2. En realidad, p y g pueden
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ser el mismo para todos los integrantes de la organizacién. Luego, elige un niimero x que
serd su clave privada. El nimero x también tiene que estar entre 2 y p-2, en principio, se
supone que debe ser un nimero mds bien grande para que sea dificil de adivinar.

Una vez elegido x, Alicia calcula v=¢g*mod p, y publica v (junto con py g, si es necesario)
como su clave publica. Es decir, hizo lo que harfa con Diffie-Helmmann, sélo que en vez
de mandadrselo a Berto, simplemente lo publica.

Supongamos ahora que Berto desea mandarle a Alicia un mensaje. Todo lo que debe
hacer Berto es, bdsicamente, completar Diffie-Hellman y encriptar el mensaje multi-
plicindolo por la clave comtn que obtendra.

Veamos un ejemplo. Alicia escoge p=53, g=2 y como clave privada x=15, obtiene como
clave publica v=14.

Supongamos que Berto quiere encriptar el mensaje 50.

Deberd hacer lo siguiente: primero, elegir un niimero al azar z menor que 53. Supongamos
que elige 22. Con ese niimero calcula g mod p. En este caso, 2** mod 53=43 (este cdl-
culo se realizé antes en el texto).

Esta es la primera parte del mensaje encriptado, que podemos llamar a.

Luego, debe tomar la clave putblica vy hacer »*mod p. En nuestro caso, 14* mod 53 (este cdl-
culo se realiz6 antes en el texto) y su resultado es 6. Multiplica este resultado médulo 53 por el
mensaje (en nuestro caso, 50) y obtiene la segunda parte del cifrado, que podemos llamar &.

En nuestro caso: #=6.50 mod 53=6(-3) mod 53=-18 mod 53=35.
En conclusién, Berto le manda a Alicia el mensaje (2,6)=(43,35).
¢Cémo recupera Alicia el mensaje original?

Basicamente, completando Diffie-Hellmann: usando “@” y su clave privada x calcula z* mod p,
en nuestro caso 43" mod 53, que también es una cuenta que hicimos y sabemos que da 6.
Ahora bien, tal como explicamos cuando vimos el teorema de Nyberg, al ser 53 primo, 6
tiene un “inverso” médulo 53. Es decir, hay un tnico nimero que podemos denotar como
1/6 mod 53 tal que multiplicado por 6 médulo 53 se obtiene 1. Por ahora, no explicaremos
cémo se calcula, pero en este caso 1/6 mod 53 es igual a 9, pues 9.6=54=1 mod 53.

Al conocer ese inverso, Alicia simplemente hace 9.6 mod p=9.35 mod 53=315 mod 53=50
y recupera el mensaje.

0 5.7. RSA

El sistema mds famoso de clave ptblica/privada no es ElGamal, sino el sistema RSA.
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Este sistema no se basa en la dificultad del logaritmo discreto, sino en la dificultad de
factorizar un nimero. En vez de tomar un primo, Alicia debe tomar dos: p y 4. Para
mostrarlo con primos chicos, tomemos por ejemplo p=11y g=17.

Hacemos el producto de ellos: 7=pg=11.17=187. Este serd una parte de la clave piiblica,
los primos p y ¢ no son parte de la clave publica, s6lo el producto es parte de ella.

Para seleccionar la clave privada y la otra parte de la clave publica, Alicia debe hacer el
producto (p-1)(g-1), en este caso, el producto 10.16=160. Luego, debe encontrar dos
nameros e y d tales que ed=1 mod 160. En realidad, basta elegir cualquier nimero ¢
coprimo con 160 (se puede saber si dos niimeros son coprimos sin necesidad de fac-
torizarlos), y luego también hay una forma rdpida de encontrar el 4.

En realidad, 4=1/e mod (p-1)(g-1) que existe pues suponemos que ¢ es coprimo con
(p-1)(g-1). Recordar del capitulo de la aritmética del reloj que la ecuacién ax=1 mod 7
tiene solucién si el mdximo comun divisor entre @ y 7 es uno.

Una vez que tenemos ¢y 4, uno de ellos (por ejemplo ¢€) forma parte de la clave pablica
junto con 7, y el otro es la clave privada.

Observar que si Eva es capaz de factorizar 7, al obtener p y ¢ puede calcular (p-1)(g-1)
y puede entonces, como sabe ¢, calcular 4. Por eso la seguridad de RSA depende de que
sea dificil factorizar 7.

En nuestro caso, supongamos que Alicia elige e=7 y d=23. Como 7.23=161=1 mod 160,
estos numeros andan bien, porque como se explicé arriba, el producto de & por ¢ debe
ser igual a uno médulo (p-1)(g-1). Entonces, la clave publica es el par (7,¢)=(187,7) y la
clave privada es 4=23.

Supongamos ahora que Berto desea encriptar un mensaje para Alicia. Para encriptar un
mensaje se lo parte en bloques de longitud menor que 7#=187.

¢Cémo se encripta cada bloque? Simplemente, dado M se hace M* mod 7. En nuestro
caso, supongamos que Berto quiere encriptar M=100. Debe hacer 100" mod 187.

Como vimos antes, se hace descomponiendo 7 en binario: 7(decimal)=111(binario).
Entonces tomamos =100, 7=1. En el primer paso hacemos r=r# mod 187=100.

En el segundo paso hacemos =100* mod 187=10000 mod 187=89.
Y 7=100.89 mod 187=8900 mod 187=111.

En el tercer paso, hacemos =892 mod 187=7921 mod 187=67.
Y 7=111.67 mod 187=7437 mod 187=144.

Ese es el mensaje encriptado C que Berto le manda a Alicia.

¢Como hace Alicia para leerlo?
Simplemente hace C* mod 7, en nuestro caso, debe hacer 144%* mod 187.
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Para calcularlo, escribimos 23 en binario: 23(decimal)=10111(binario). Tomamos
=144, r=1.

Primer paso: 7=144.1=144.

Segundo paso: =144* mod 187=(-43)? mod 187=1849 mod 187=166.
Y =144.166 mod 187=(-43)(-21) mod 187=903 mod 187=155.

Tercer paso: =166> mod 187=(-21)> mod 187=441 mod 187=067.
Y 7=155.67 mod 187=(-32).67 mod 187=-2144 mod 187=-87 mod 187=100.

Cuarto paso: #=67> mod 187=4489 mod 187=1 y r queda como esta, pues el cuarto
digito binario de 23 es 0.

Quinto paso: =1 mod 187=1, y =100.1=100. Que era el mensaje que mandé Berto.

Ejercicio 5.4.:

Usando los primos p=7, g=11, y e=13, calcular las encriptaciones de los niimeros
10, 2, 5y 22 usando RSA.

1) Con ntmeros chicos como ejemplo, se corre el riesgo de no tener muchas claves
posibles. Por ejemplo, en la actividad anterior las claves deben ser coprimas con

(p-1)(g-1)=6.10=60. Calcular cudntas claves posibles hay entre 2 y 59.
2) Repetir 1) con primos p=11, g=17 y =9.

3) Con nuimeros chicos algunas cosan mds sorprendentes pueden pasar. Tomar p=7,
g=5 para formar una clave RSA. Tomar cualquier nimero que Ud. quiera como clave
publica e. (Recuerde que puede ser cualquiera, siempre que sea coprimo con (p-1)
(g-1) que en este caso es 24). Ahora haremos un Acto de Magia: piense en un nimero
entre 2 y 34. Encripte esa numero DOS VECES con RSA con su clave publica.
Deberia sorprenderse de la respuesta.

Ejercicio 5.5., para pensar, mas dificil:
1) (Para pensar) Dar una explicacién matemadtica del fendmeno del item 4 arriba.

2) (Para hacer un poco de manipulacién algebraica) El lector atento podria ver que Eva
en realidad no necesita saber p y ¢: sélo necesita saber (p-1)(¢-1). Como Eva sabe pg,
se podria pensar que en una de esas hay alguna forma de deducir (p-1)(¢-1) a partir
de pq sin necesidad de hallar p y 4. Mostrar que esto es falso: cualquiera que conozca
(»-1)(g-1) y pq puede hallar p y g. (Advertencia: debe saber resolver ecuaciones de
segundo grado para hacer esto. Solo recomendado para el muy interesado)

Un dltimo comentario: estd probado que si Eva es capaz de averiguar d a partir de pq y
de ¢, entontes Eva puede factorizar pq y encontrar los factores p y g.

Criptografia

Para =
resolver \\3

J




Ejemplos

S,

0 5.8. Apéndice: ;Cémo calcular 1/2 mod p?

En algunas partes fue necesario calcular 1/2 mod p. Incluso en RSA para calcular la clave
publica de la privada, o viceversa, debemos calcular inversos mod (p-1)(g-1).

:Cbémo se calculan estos inversos?

Recordemos del capitulo de la aritmética del reloj, que un niimero # tendrd un inverso
moédulo 7, si y sélo si, el mdximo comun divisor entre @ y 7 es 1. Recordemos también
de ese capitulo, que el médximo comin divisor entre dos niimeros se puede escribir como
combinacién lineal entera de ellos. Es decir, encontraremos nimeros enteros 4y j tales que
1=ak+jn. Pero esto significa que ak=1 mod 7, por lo tanto # mod 7 es el inverso de 4.

Veamos algunos ejemplos.

1) Calcular 1/5 mod 29, 1/7 mod 29 y 1/15 mod 31.

2) El méximo comun divisor entre 5y 29 es 1. De hecho, podemos escribir 1=30-29=6.5-29.
Esto dice que 6.5 mod 29=1. Por lo tanto, 1/5 mod 29=6.

3) El mdximo comun divisor entre 7 y 29 es 1 y de hecho podemos escribir 1=29-28=29-4.7.
Esto dice que -4.7 mod 29=1 y por lo tanto 1/7 mod 29=-4 mod 29=25.

4) Para el tltimo caso también escribimos 1=31-30=31-2.15, con lo cual -2.15 mod 31=1,
es decir, 1/15 mod 31=-2 mod 31=29.

En estos ejemplos, nos fue fécil escribir 1 en la forma en que necesitamos. Pero a veces
no es tan obvio. Por ejemplo, supongamos que queremos calcular 1/35 mod 97.

Lo que hacemos es calcular el mdximo comun divisor con la siguiente observacién:

mcd(a,6)=mcd(b,2 mod b)

Dividiendo 97 por 35 tenemos 97=2.35+27, por lo tanto 97 mod 35=27.

Dividiendo 35 por 27 tenemos 35=27.1+8, por lo tanto 35 mod 27=8.

Dividiendo 27 por 8 tenemos 27=3.8+3, por lo tanto 27 mod 8=3.

Dividiendo 8 por 3 tenemos 8=2.3+2 por lo tanto 8 mod 3=2.

Finalmente, estd claro que el med(3,2)=1.

Vamos a ir para atrds en la cadena de razonamientos previa. Escribimos 1 en términos de
los tltimos nimeros que obtuvimos, que son simples, y luego vamos reemplazando para
atrds hasta llegar a los niimeros originales:

Es decir, empezamos con: 1=3-2.

Luego, usamos 8=2.3+2 para escribir 2=8-2.3, lo que nos permite escribir el 1 en térmi-

nos del 8 y del 3:

1=3-2=3-(8-23)=3-8+23=33-8.
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Luego, usamos 27=3.8 + 3 para escribir 3=27 - 8.3 y escribir 1 en términos de 8 y 27:
1=3.3 — 8=3.(27 - 8.3) — 8=3.27 - 8.3.3 - 8=3.27 - 10.8.

Luego, usamos 35=27.1+8 para escribir 8=35 — 27 y escribir el 1 en términos de 35 y 27:
1=3.27 - 10.8=3.27 — 10.(35 — 27)=3.27 - 10.35 + 10.27 =13.27 - 10.35.

Finalmente, usamos 97=2.35+27 para escribir 27=97 - 2.35 y poder expresar el 1 en
términos de 97 y 35:

1=13.27 - 10.35=13.(97 — 2.35) — 10.35= 13.97 — 26.35 — 10.35=13.97 — 36.35
Esto dice que -36.35 mod 97=1, por lo tanto 1/35 mod 97=-36 mod 97=61.

Este célculo se puede hacer muy répido incluso para niimeros grandes.

Veamos un ultimo ejemplo:

Supongamos que en RSA tomamos primos p=83 y g=113. El producto es #=9.379.

Supongamos que deseamos tomar como clave publica e=17. ;Cudl es la clave privada?
Debemos primero calcular (p-1)(g-1). En nuestro caso, obtenemos 82.112=9.184.
Dividiendo 9.184 por 17 tenemos: 9.184=540.17 + 4.

En este caso, no necesitamos hacer muchos més cdlculos, porque podemos escribir fécil-
mente 1 en términos de 17 y 4 como 1=17-4.4. Luego reemplazamos:

1=17-4.4
=17 -4.(9184 — 540.17)
=17-4.9184 +4.540.17
=17-4.9184 +2160.17
=2161.17 - 49184

Esto dice que 2.161.17 mod 9.184=1 vy, por lo tanto, d=1/¢ mod (p — 1)(g — 1)=
=1/17 mod 9.184=2.161.

o . Para ¢
Ejercicio 5.6: resolver \\\
o

1) Tomando p=89, 9=97 y ¢=23 calcular la clave privada 4. <
2) Repetir con p=59, 4=101 y e=31.

Criptografia




Soluciones de los ejercicios

0 Capitulo 1

1.1.73, 173, 373, 673, 773, primos;

273 =3x7x13; 473 = 11 x 43; 573 =3x191;
873 =3x3x97; 973 =7 x139; 1.073 =29 x 37.
1.2.4.875=3x5x 13 18.207 =3?x7x 17? 236.769 = 3 x 132 x 467

710.073 =3*x7x 13 x 177
1.3.322.423 = 503 x 641.
1.4. Porque no aparecen primos pequefios. Ambos son grandes y dificiles de encontrar.
1.5.3.571.
1.6. 1,220703125 = 1,1920928955078125 x 1,024 = 78.125/65.536 x 128/125.
1.7. No, porque todo ntimero racional « se parte como suma de /2 + a/2.

1.8. Los compuestos son los multiplos de 4. Los irreducibles son los pares que tienen
resto 2 al dividir por 4.

1.9.226.738.512 =24 x 3*x 7x 11°x 132

1.10. 3.772.486.575 = 3*x 5*x 11’ x 13 x 17 x 19.

1.11.1=42x5-19x 11.

1.12. Con 17 pesas de 70 g en el platillo que hay 10 y 5 pesas de 240 g en el otro.

1.13. No se puede como resta de un mdltiplo de 11 menos un mualtiplo de 42. Si se puede
como resta de un multiplo de 7 menos un multiplo de 18: 1 =13x7-5x 18.

1.14. Primero escribimos 1 =axn- bx p, con ay b positivos. Ahora observamos que
l=axn-bxp+kxpxn-kxpxn=(a-kxp)xn-(b-kxn)xp paratodo
numero /4 positivo. Tomando 4 suficientemente grande como para que (- £xp)
y (b - k x n) sean negativos, si llamamos 2, = - (a-kxp)y b =-(b-kxn)
obtenemos que 1 =4, xp-a,xn
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1.15. Empezando con 2, 3 y 5 aparecen los primos 31, luego 7, 7 y 19, luego 139 y
6229, luego 751 y 998.218.981, etc.

1.16. La lista de ndmeros 7, 43, 1.807, 3.263.443 se obtiene mediante la siguiente
recursion:a_ =a (a - 1)+ 1. Estollevaaquesia terminaen3ela  terminaen?y
siela terminaen?7ela , termina en 3. Por lo tanto nunca serd a_un miltiplo de 5.

0 Capitulo 2

2.1.9(4+4+2+2)=108.
2.2. a)41.25.9=9.225.
b) 41.25.9 .3!=55.350.
) (41+25+9)(41+25+9-1)(41+25+9-2).31=75.74.73.6 =2.430.900
2.3.26°.10° = 17.576.000

2.4, a) 31718 =241.920.
b) 716.5 . 4 = 604.800.

2.5.Como 600 =2°.3.5% hay4.2. 3 = 24 posibles divisores de 600.

2.6.10.97!
2.7. Mis regularidades en el Tridngulo de Pascal.

a) Los numeros naturales: Cualquiera de las dos segundas diagonales.
b) Los nimeros triangulares: Las terceras diagonales.
2 Los nimeros tetraedros: Las cuartas diagonales.
) Ntimeros pares e impares. Si coloreamos los nimeros pa-
res de un color i’ los impares de otro, obtenemos el deno-

minado triénﬁu o de Sierpinski.
e) Potencias de dos: Se obtienen sumando las filas:
1=2° 1+2+1=2?
1+1=2! 3+3+3=2°

y asi sucesivamente.

f) Secuencia de Fibonachi:
g) Potencias de 11. Las filas forman los digitos de las potencias:

1=11° 131=11°
11=11" 14.641 = 11*
121 =117 151.151 =11°

Y asi sucesivamente. Notar que cuando el nimero tiene dos o mds digitos, ellos
deben sumarse.
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2.8. Para probar la identidad basta ver que cada miembro corresponde a la
cardinalidad del mismo conjunto: las distintas maneras de armar una
comisién de 7 integrantes de un grupo de 7 personas junto con una
subcomisién de 7 personas, 0 < 7 < m < n. Podemos primeros elegir la
comision y luego de ella sacar la subcomisién, o bien podemos elegir primero
la subcomisién de r integrantes, y luego completar hasta 7 la comisién con
los 7 - r restantes. Esas cardin idafes son las correspondientes a ambos
miembros.

2.9. Calculamos [N+7)_(+r)(n+r-1)..(n-r)!
r (n=r)ir!

_ (n+r)(n+r-1)..(n+1)
r! de donde sigue el resultado.

11 4\'7 4\ 7 4\'7
2.10. a) [5] =462 b) (2}(3} =210 c) (3}(2} + [4][1] =84+7
0 (11) . (QJ e s
5 3
2.11. El alumno debe caminar 5 cuadras hacia el este (de acuerdo al dibujo) y 2
cuadras hacia el norte. En total 7 cuadras. Contamos las veces que decide subir

e como sabemos por la propiedad de simetria, son

las dos cuadras. Ellas son ZJ .0 lo que es equivalente contamos las veces que
1 . 7
decide ir hacia el este| _ |,

iguales. Ese nimero, son las posibilidades de caminatas del alumno.

3+1 3+5
2.12. a) Tenemos |~ . ] hasta llegar a 4, y N ] hasta llegar a P Como son
independientes, tenemos un total de 4}(8 =224

b) Contamos hasta llegar a 4, y luego desde 4 hasta P: (3[3; 4) =140

¢) Andlogamente, [4][4j[4j =96
TNLN2

d) Sila calle @b estd cerrada, calculamos el complemento y luego se lo restamos
del total. Notemos que el complemento es exactamente lo que hicimos en el
punto b):

2.13. Por cada dos cientificos, debe haber al menos una cerradura que no puedan
abrir y los otro 4 tienen llave de ésa. Por lo que se necesita 1 cerradura por
. , . (6
cada par de cientificos, es decir ( j = 15 cerraduras en total, y cada uno lleva
(6;1J = 10 llaves, una por cada par de los restantes 5.
2.14. Ordenamos primero los simbolos, de 6! maneras. Quedan entre ellos 5

lugares para ubicar los espacios blancos. De los 18 uso los 2.5 = 10 necesarios
quedando 8 por ubicar en (6 + 10 - 1) lugares. Por lo que tenemos un total

de s @ posibilidades.

Aventuras matematicas




2.15.a) 6"

e (e

2.16. Es el problema de los sombreros para 7 = 10.

2.17. Sea A el conjunto de multiplos de 4 en el rango rer(%uerido. Sea B el conjunto
de multiplos de 100 en ese rango. Entonces AMB serdn los multiplos de
400 en ese rango.

Ficilmente se calcula que l£A| = 499, |B| = 11 y |ANB| = 5, por lo que
calculamos |A| - [B| + [ANB| =499 - 11 +5 = 485.

2.18. Sean A el conjunto de nimeros divisibles por 2 en ese rango y B el de los
divisibles por 3. Entonces ANB son los divisibles por 6 en ese rango.

A= 500.000, [B|=333.333, |ANB|= 166.666.
Por lo que [AUB| = 500.000 + 333.333 - 166.666 =666.667

2.19. Las cajas son los 12 meses, hay 13 = 1.12 + 1 objetos (personas), por lo que
hay 2 en una misma caja o mes.

2.20. Los dias del ano son las 365 cajas. Como hay 3.000 > 8. 365 + 1 = 2.920,
tendremos 8 + 1 personas en una caja, es decir 9 personas que comparten
el dia de cumpleanos.

2.21. Supongamos que existen cinco numeros sin la propiedad requerida. Todos
ellos tienen resto 0, 1 o 2 al dividirlo por 3. Si tuviéramos uno con cada uno
de los restos posibles, tendriamos que su suma nos darfa maltiplo de tres, lo
cual es absurdo por la hipétesis. Por lo que hay sélo dos posibles restos. Esas
serdn las cajas. Como 5 = 2.2+1, significa que hay una caja en la que hay 3.
Lo cual es un absurdo ya que la suma de esos, por tener el mismo resto al
dividirlo por tres darfa multiplo de 3. Por lo tanto se cumple lo enunciado.

2.22. Si sumamos los niimeros del uno al quince obtenemos mds de 100, lo que
prueba lo deseado.

0 Capitulo 3

3.1. Hay 6 correspondencias biunivocas entre {1, 2, 3} y {4, B, C} , que son:

1A 2B, 3C;, 1cA2C, 3B, 1<B,2 A 3+C;
1B,2C,3A 1C,2A3B;, 1C,2B,3« A

Y hay 24 entre {1, 2, 3, 4} y {4, B, C, D}. Denotando por 7! al producto de
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los primeros 7 niimeros naturales, es decir a (n—-1) (n—2) ---3.2.1, llamado
factorial de 7, se ve que hay 3! en el primer caso, y 4! en el segundo. En
general, si los dos conjuntos tienen 7 elementos, entonces la cantidad de
correspondencias biunivocas entre ellos es 7!.

3.2. Las siguientes son correpondencias biunivocas entre los conjuntos dados.

2
De N en NI: n|—>2xn—1;deNPenCP:n|—>(gj

3.3. Si, el conserje puede ubicarlas. Es un problema similar al planteado por el

3.4.

Maestro cuando imaginé que lleglaba un contingente con infinitas personas,
numeradas 1, 2, 3, 4, 5,... La solucién mds sencilla es simplemente ubicar

primero al contingente de personas a,, a,, 4., a,, a, 4, a4, 4,... y luego al
contingente b, b,, b, b, b, b, b, b,...

Otra solucién vilida es asi: se le pide a cada persona que se mueva de su
habitacién ntimero £ a la habitacién nimero 34. De este modo, quedan
ocupadas las habitaciones numeradas con multiplos de 3, es decir las
habitaciones niumero 3, 6,9, 12, 15,.... Y las restantes habitaciones quedan
vacfas. Luego, se ubica a la persona #, en la habitacién 3k-2 yala b, enla

habitacién 34 - 1.

Si, el conserje puede ubicarlas. El problema es un poco mds com}f)licado que
el anterior, pero se puede resolver con ideas del mismo tipo. Una forma serfa,
nuevamente, ubicar primero al primer contingente, luego al segundo, luego al
tercero, etc., cuidando de que a cada huéspedg se lo mo%este séﬁ) una cantidad
finita de veces. Hay otras soluciones también, aunque quizd convenga intentar
resolver este problema después de leer hasta el final del capitulo, donde ya se
habrén adquirido mds herramientas.

3.5. Sabiendo la férmula general, es muy fécil. Por ejemplo:
1

1 _2.2°-1_2"-1_2.047

S, =2 — =
10 210 210 20 1024

=1,999023437

21
Sp=2- — =2 1 2097151 49999904632568350375 Andlogamente,
2% 2% 1048576

(El simbolo = significa “aproximadamente igual a”.)

_ 2535301200456458802993406410751
% 1267650600228229401496703205376

=1.9999999999999999999999999999992

Paraobtenerlaférmula, bastacon notarque 1 +1=2,2+2=27, L 2K 2k = okt

cens, sl Ly Ly 1 242 4t 2 e201a(1o1) 2
g n 2 22 23 2n 2n 2n
3.6. La serie tiende a 3, pues 1 1.3
1 2 2
1-= £
3 3
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3.7. Nos alcanza con tomar 7 = 1+ 2"+ 22+ 2%+ 2% +... +2%, y vimos que esto es
igual a 2°°- 1. Por lo tanto, 7 = 2°°- 1 es una respuesta apropiada (también
lo es cualquier nimero mayor que éste).

3.8. Sepuede proceder exactamente como se hizo con Ny Z. Una correspondencia
biunivoca entre Q' y Q es:

Q G P G g4 95 96 Q@7 98 99 qio qi1 ...
Q 0 q -t @ -@ @ -9 g4 94 G5 -q5 e

3.9. Consideramos que A = {a,, a,, a,, a,, a,, ...} b, b, b,
{B =1{b,, b, /93, b, bs, b
duffo’ dse hace el ‘cuadro con los elementos & | @.b,) (@.b,) (a.b;) -

eAydeB.
Finalmente, se nombran los elementos 3, | @) @b;) (@,b;)
siguiendo las diagonales desde abajo iz- a,|(a,b,) (a,,b,) (a;.b;) -

quierda hacia arriba derecha, es decir,

@.b), (@.0) @.b,), @b), (a,.b,), (a,.b,)....

3.10. Siguiendo la ayuda, sabemos que A x B es numerable, y que C es numerable,
entonces el producto cartesiano de A x B por C es numerable, y es equivalente a

AxBxC.

3.11. Si se razona como en el problema anterior, se ve que el producto de cuatro
conjuntos numerables es numerable, y asi sucesivamente, el producto
A, x A, x A, x---x A es numerable cuando tenemos 7 conjuntos numerables,
A xA, xAx--xA neN.

3.12. Si se identifica el polinomio a-X* +b - X + C con la terna ordenada de
enteros (4, b, ¢), se ve que este conjunto es identificable con el producto
cartesiano Z - {0} x Z x Z. Entonces es el producto de tres conjuntos
numerables, por lo tanto es numerable.

3.13. Eslaunién de los conjuntos de (Folinomios con coeficientes enteros de grado
0,1, 2, 3,.... Como cada uno de estos conjuntos es numerable, entonces su
unién también, por ser unién numerable de conjuntos numerables.

3.14. Llamemos A_a los nimeros algebraicos obtenidos como raices de
polinomios de grado 7, es decir, A, = { a € A : a es raiz de un polinomio
con coeficientes enteros de grado 7 }. Ahora, A es la unién (numerable) de
los A_. Como sabemos que unién numerable de conjuntos numerables es
numerable, basta ver que cada A_es un conjunto numerable. Y esto sale

porélue a A_es la unién de las raices correspondientes a los polinomios de

gra o0 7 con coeficientes enteros, que era un conjunto numerable. Es decir,
_es “unién numerable de conjuntos finitos”, por lo tanto es numerable.

3.15. Si I fuera numerable, entonces, como Q lo es, también lo serfa Q U I. Pero
QbU I =R, por lo que R serfa numerable. jAbsurdo! jContradiccién! Porque

sabemos que R no es numerable. El absurdo proviene de haber supuesto
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inicialmente que I era numerable. Luego, I no puede ser numerable.

3.16. Siguiendo los pasos, en el punto (iv) se logra construir una correspondencia biuni-
voca entre D - By D, en consecuencia estos dos conjuntos son coordinables.

3.17. Es completamente andlogo al problema anterior, puesto que los trascen-
dentes también se pueden obtener de los reales quitdindoles un conjunto
infinito numerable (el de los algebraicos).

3.18. La (iii). La (ii) también es distinta de todas las filas, pero no corresponde al
método de la diagonal.

3.19.a) 1 =0,333333...; 17 _ 0,85; g =1,14285714285714. . ; 183 _ 3,25; 9% _ 3,84; 21 1,75.

Notar que este tltimo tiene desarrollo decimal finito atin cuando el 12 tiene un 3

21 7

como factor. Esto se debe a que L7

m
> con m entero, entonces €s claro quc

y esta tltima es la fraccién irreducible.

b) Si una fraccién es de la forma

su desarrollo decimal es finito. Por ejemplo, % =0ly % =0,03. En general,
para %, solo pueden ser distintos de cero los primeros 4 lugares después de

. L, m
la coma. Ahora si tenemos la fraccién i ge> entonces, como 2 x5 =10,
podemos multiplicar numerador y denominador por 10”, con 7 igual al

méximo entre j y k, nos aseguramos que da entero.

) Se ve que multiplicando la fraccién por cualquier potencia de 10 nunca
se llega a obtener un entero, puesto que no se puede simplificar el factor
primo del denominador.

d) Es consecuencia de los incisos (b) y (c).

3.20. (i) Es asi, porque la funcién o asignacién propuesta, X+> 2-X, del
(0,1) — (0,2), es una correspondencia biunivoca entre estos dos intervalos.
(i) Nuevamente, resulta del hecho que la asignacién propuesta es una
correspondencia biunivoca.
(iii) Si llamamos @ a la correspondencia biunivoca entre el (0,1) y
o n o
T T,y ¥ ala correspondencia biunfvoca entre 55 Y R,
entonces el diagrama muestra que se puede establecer una
. T T

correspondencia entre (0,1) y R (0,1) (L)(_E’Ej Y 5R.
3.21. Hay una cantidad numerable de subconjuntos de N de un solo elemento. Lo
mismo ocurre con los subconjuntos de N de dos elementos. También para
tres. Y asi sucesivamente, Luego, la unién de estos conjuntos es numerable.

A su vez esta unién es igual a P (N), las partes finitas de N.
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0 Capitulo 4

41.4+3-2=5mod(6) 10 +9-4=4mod (11)

42.10+6-3+11=1mod (12); 10+ 6-3 + 11 =9 mod (15);
10+6-3+11=6mod (18); 10+ 6-3 + 11 =2 mod (22).

4.3.10+10+10+...=100 y 100 = 1 mod (11) pues 99 =9 x11;
100 = 4 mod (12) pues 96 =8 x 12;
100 = 0 mod (20) pues 100 = 5 x 20.

4.4. Los nimeros pares son congruentes a 0 mod (2 ) y los impares son con-
gruentes a 1 mod (2). Paracalcular1+2 + 3 +...+ 98 + 99 + 100 mod (2 )
notamos que hay 49 impares y luego la suma es congruente a 49 mod (2 )
que es a su vez congruente a 1 mod (2).

45.Como3+3+3=9y9=0mod(9),silacantidad de sumandos el multiplo
de 3 el resultado es 0. Si en cambio la cantidad de sumandos tiene resto 1
en la divisién por 3, el resultado de la suma es 3 y si la cantidad de suman-
dos tiene resto 2 en la divisién por 3, la suma es igual a 6.

4.6. Sim es impar m-1 es }1)ar. Lasumal +2+ 3 +...+ (m—1) + m es con-
gruente a la suma sin el dltimo sumando m, gues m= 0 mod (m). Luego
queda un ndmero par de sumandos que podemos agrupar de a dos. El'1
con el m-1, el 2 con el m-2, etc. Todas estas sumas de dos sumandos dan .
Luego la suma total es congruente a 0 médulo .

47.3=0x13+3;-3=-1x13+10;3=0x(-13)+3;-3=1x(-13) + 10.
48.0=0xn+0;n=1xn+0;-n=-1xn+0;n=-1x(-n)+0;-n=1x(-n)+0.

4.9.Sinespositivo:n=0x2n+n;-n=-1x2n+n;2n=2xn+0;-2n=-2xn +0.
Sinesnegativoon=1x2n-n;-n=0x2n-n;2n=2xn+0;-2n=-2xn+0.

4.10.13=6mod (7), -18=3 mod (7), 1743 =0mod (7).
4.11. 26.
4.12.No,23=7mod (8). No,42=0mod (7). No,-37=2mod (3).
4.13.76=4mod (8) 83=6mod (7) -22=2mod (3)
4.14. Los cuadrados perfectos son:
ParaZ, : 0, 1. Para Z3 :0, 1. ParaZ, : 0, 1.
ParaZ5:0,1,4 ParaZ : 0,1, 3, 4 Para Z: 0, 1,2, 4
ParaZ :0, 1, 4

4.15. Siay b son unidades, entonces existen ¢ y d tales que ac= 1y bd = 1. Luego, como
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el producto es asociativo y conmutativo, tenemos que: (ab)(cd) = (ac)(bd) = 1.
Es decir ab es una unidad'y su inverso multiplicativo es cd.

4.16. Tiene 3 soluciones: 5, 12 y 19.
4.17. No tiene solucién.

4.18. Una manera de encontrarlos es calcular los cuadrados de todos los niimeros
de 1 a 12 médulo 13 y listar los posibles resultados y luego hacer lo mismo
con 17. Asi los residuos cuadriticos médulo 13 son: 1, 3,4, 9, 10y 12. Los
residuos cuadraticos médulo 17 son: 1, 2, 4, 8,9, 13, 15y 16.

4.19. La primera no tiene, pues -7 = 6 mod (13) y vimos que 6 no es residuo cuadré-
tico. La segunda ecuacién es equivalente a x* = 16 mod ( 13 ), que se obtiene
de la anterior multiplicando ambos miembros por 8 el inverso de 5. Luego ya
vimos que 16 no es residuo cuadritico médulo 13, por lo tanto la segunda
tampoco tiene solucién. Finalmente la tercera, si tiene: x=3, la satisface.

e )
29 1 11
pues29=7mod (11),y ’

) (38 w1 B ) 1))

Sabemos que - (gj =(;j éj = 1. Asi concluimos que = 1.

4.20. Tenemos que(llj (@) =(-1)>*"“=1.Es decir(EJ :(@J ) Ahora[gjz
11 29 11

De manera andloga calculamos que (gj = 1.

4.21. Conm = 6: ZXGOMGT GMAG E VGT
Conm = 11: ECLTRLY LRFL J ALY
Conm =19: MKTBZTG TZNT RITG

4.22. FELICITACIONES LO LOGRASTE

0 Capitulo 5

Ejercicio 5.1:

a) (agrupada en bloques de 4 letras para mejor lectura)

PCQL PAEF BHYP ABWZ KFVE UCSL PH

b) QMZP HQHT ORXB IHTB PAHB DOPR QOAT ATWP EFUI
Ejercicio 5.2:

1/5 mod 11=9 (observar que 9.5=45=44+1 es congruente a 1 modulo 11).
1/7 mod 11=8 (observar que 7.8=56=55+1 es congruente a 1 modulo 11)
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1/6 mod 11=2 (observar que 2.6=12=11+1 es congruente a 1 modulo 11).
1/5 mod 13=8 (observar que 5.8=40=39+1 es congruente a 1 modulo 13)

1/2 mod 7=4 (observar que 2.4=8=7+1 es congruente a 1 modulo 7).

Ejercicio 5.3:

a) 7/ b) 8

Ejercicio 5.4:
1)10, 30, 206, 22 2)15. 3)109, 138, 97, 165

4) Deberia obtener el nimero que pensé. Por ejemplo, tomando como clave 7,
y encriptando el niimero 2, la primera encriptacién da el ndmero 23, encrip-
tando este, obtenemos otra vez el nimero 2.

Ejercicio 5.5, para pensar, mds dificil:

ANTES DE LEER ESTAS SOLUCIONES OTRA VEZ RECOMENDAMOS
HACERLAS ANTES.

1) Como deben ser coprimas con 24, las tnicas claves posibles son 5,7, 11, 13,
17,19y 23.
Recorde}llnos que dada una clave publica ¢, la clave privada es el tnico 4 tal que e.d
es congruente a 1 médulo ({_)—I)(q—l). Pero es fécil ver que cada uno de los nimeros
e=5,7,11,13,17,19,23 satistace e.e=1 mod 24. Por lo tanto, son todos su propia
clave privada de desencriptacion, lo que significa que al encriptar dos veces en rea-
lidad encriptamos y desencriptamos, con lo que o(Ltenemos el niimero original.

2) El que conozca pqy (p-1)(¢-1)=pg-(p+9)+1, haciendo pg-(p-1)(g-1)+1 obtiene
p+7. Por lo que conoce pqy p+6]]. ero es bien sabido que el que conoce la suma
y el producto de dos numeros los puede calcular pues p y ¢ son las raices de la

ecuacién x*-(p+g)x+pg=0.

Ejercicio 5.6:

1)(89-1)(97-1)=8448,
8448=23.367+7;
23=3.7+2;
7=3.2+1:

Por lo tanto, podemos escribir:

1=7-2.3=7-(23-3.7).3=10.7-23.3=10.(8448-23.367)-23.3=10.8448-23.3673
La clave privada seria entonces (-3673) mod 8448=8448-3673=4777.

2)(59-1)(101-1)=5800;
5800=31.197+3;
31=3.10+1;

Por lo tanto:
1=31-3.10=31-(5800-31.187).10=31.1871-58000

Con lo cual la clave privada es 1871.
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