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material para alumnos

Para seguir aprendiendo. Material para alumnos es una coleccion destinada a todos los niveles de
escolaridad, integrada por propuestas de actividades correspondientes a las areas de Lengua,
Matematica, Ciencias Sociales y Ciencias Naturales.

Las actividades que se presentan han sido especialmente disefiadas por equipos de especialistas, con
el objetivo de que los docentes puedan disponer de un conjunto variado y actualizado de consignas
de trabajo, ejercicios, experiencias, problemas, textos para trabajar en el aula, y puedan seleccionar
aquellos que les resulten més apropiados segiin su programacion y su grupo de alumnos. Desde la
coleccidn, se proponen situaciones contextualizadas a través de las cuales se busca que los alumnos
tengan oportunidad de analizar y procesar informacion, de formular hipétesis, de discutir y refle-
xionar y de justificar sus opiniones y decisiones. La intencion es contribuir, de este modo, a que los
alumnos se apropien de contenidos nodales y especificos de las distintas areas.

Esperamos que Para seguir aprendiendo se convierta en una herramienta de utilidad para el traba-
jo docente cotidiano y que resulte un aporte concreto para que los alumnos disfruten de valiosas
experiencias de aprendizaje.
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De ternas numéricas y triangulos rectanqulos

ACTIVIDAD 1

Después de intentar con poco éxito explicarle a un técnico de TV con qué medidas debia disefiar los
graficos animados que se verian por la pantalla en un programa educativo, Gustavo decidi6é pre-
guntarle en qué se basaba él para hacer los disefios. “Facil””, me dijo, “todo tiene que ser 3, 4, 5...”

Esta “terna” de nUumeros se llama terna pitag6rica (de hecho es la mas pequefia de las ternas
pitagoricas); otras son 5, 12y 13; 7, 24 y 25 (y hay muchas mas).

a. ¢Por qué piensan que esas ternas son pitagoricas?

b. Analicen si los siguientes graficos les permiten elaborar un argumento que justifique la propiedad
gue cumplen los triangulos rectangulos denominada teorema de Pitagoras.

b o]

ACTIVIDAD 2

Las ternas pitagéricas eran conocidas por los babilonios casi 2000 afios a.C. también las conocian
los antiguos chinos, que las usaban para resolver problemas que involucraban triangulos rectangu-
los, e incluso hay monumentos megaliticos de Europa Occidental (en Irlanda, por ejemplo), construi-
dos entre 4800 y 3000 a.C., que guardan esta relacion.

También en el antiguo Egipto, los “tiradores de cuerdas™, que eran los encargados de subdividir las
tierras luego de la crecida anual del rio Nilo, utilizaban un procedimiento muy relacionado con este
teorema. Segun el historiador griego Herodoto, éste es el origen de la Geometria. Los tiradores
tenian una cuerda con 12 partes iguales, separadas por nudos, que usaban para trazar angulos rec-
tos; apelando a la terna 3, 4, 5...

a. Hagan un esquema que represente como se deben colocar las cuerdas con los doce segmentos
para poder afirmar que un angulo es recto.

b. Comparen si todos hicieron la misma eleccién y elaboren alguna justificacion. ¢Hay una Unica
manera de poner la cuerda para lograrlo?

c. Completen el siguiente enunciado (teorema reciproco del de Pitagoras): ““Si en un triangulo, la
suma de los cuadrados de las medidas de los catetos es igual al cuadrado de la medida de la
NIPOTENUSA, BNTOMNCES ...oiiiiiiiiiiiee ettt e e e e e e e ettt et e e e e e e e e e e annnbbeeeeeeaaaeeesaeannnnnnes
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Para reflexionar

Podemos considerar que el teorema de Pitdgoras como todos los teoremas de la Matematica, esta compuesto
por dos proposiciones. En este caso son:
p: El tridngulo es rectangulo.
g: El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
e Cual de las formulaciones siguientes se corresponde con las respuestas a la actividad 2?
“Si un tridngulo es rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos”
“Si en un triangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos, ese
triangulo es rectangulo”

ACTIVIDAD 3

El teorema de Pitagoras tiene diferentes aplicaciones. A continuacion, veremos algunas.

a. Representen en una recta humérica el nimero V5, tomando como unidad aproximadamente 2 cm,
y expliciten el procedimiento realizado paso por paso.

b. Utilicen el teorema de Pitdgoras para ubicar V2 en una recta numérica, usando sélo una regla no
graduada y un compas

c. Calculen el perimetro de un octégono regular, inscripto en una circunferencia de 5 cm de radio,
y determinen su area.

Altura del triangulo = Apotema del octdgono

d. Propongan otra aplicacion del teorema de Pitdgoras y redacten una actividad para que resuelvan
sus comparfieros.

Para investigar

Averiglien a qué se denominan teoremas reciprocos y busquen un teorema que tenga reciproco y otro que no
lo tenga.

Teorema de Pitagoras y su reciproco J»3



Medidas inaccesibles

ACTIVIDAD 1

El afio 300 a.C. marcé en Grecia un quiebre entre dos culturas diferentes: la primera (entre 600 a.C.
y 300 a.C.), més cercana a la filosofia y a una actitud contemplativa y generalizadora de resultados;
y la segunda (entre 300 a.C. y 600 d.C.), mas pragmatica y aplicada. Asi, por ejemplo, mientras
Euclides se contentd con probar que la longitud de la circunferencia era proporcional a su diametro,
Arquimedes se preocupd por calcular el valor de la constante de proporcionalidad (es decir, aproxi-
mar el valor de TU). Esta cuestion de las proporciones y su uso para calcular fue uno de los temas pre-
dominantes en la cultura griega.

Tomemos, por ejemplo a Eratostenes, contemporaneo de Arquimedes, quien estimd el valor del
radio de la Tierra. ;,Qué hizo Eratéstenes?

No tenia relojes, ni radares, pero siendo gedgrafo y astronomo, habia viajado mucho hasta terminar
como bibliotecario en Alejandria. De sus travesias, conocia la ruta entre Siena (hoy Assuan) y
Alejandria, que estan ambas sobre un mismo meridiano. Habia observado ademaés que, al mediodia
del dia mas largo del afio, en Siena, los rayos del sol caian perpendiculares a la superficie terrestre.
Eratdstenes midio el &ngulo que ese mismo dia, a esa misma hora, formaban en Alejandria los rayos
de sol con la perpendicular (7° 12’), y con ello y sabiendo que la distancia entre Siena y Alejandria
es de 5000 estadios (aproximadamente 926 km), estimo el radio de la Tierra.

5000 estadios

Usando los datos obtenidos por Eratdstenes, calculen la medida de un meridiano terrestre.
Calculen el valor del radio de la Tierra, usando los siguientes valores de Tty comparen los resultados:

= 3,14 = 3,1416 el valor de Ttque les da su calculadora

Para reflexionar

¢Qué conocimiento matematico piensan que usé Eratdstenes como recurso para plantear sus calculos?
¢ Tiene ese conocimiento alguna relacion con el teorema de Thales?

4 < Matematica Polimodal



ACTIVIDAD 2

Dibujen un circulo y marquen su centro. Luego marquen dos sectores circulares (dos porciones, si el
circulo representara una pizza), de modo que el segundo sea el doble del primero.

Expliquen cémo hicieron para conseguir que un sector sea el doble de otro y justifiquen.

¢Es cierto que los sectores circulares analizados tienen uno el doble de area que el otro? ¢Por qué?

Para reflexionar

e ;Qué relacion se cumple entre los angulos centrales y las longitudes de los arcos de circunferencia corres-
pondientes a los sectores circulares considerados?
= Se puede considerar que la relacién considerada se verifica siempre? Justifiquen su respuesta.

Para investigar

Se cuenta que los antiguos griegos necesitaban construir un tdnel a través de una colina, para llevar agua desde
un lago hasta su ciudad. Una vez fijadas la entrada (A) y la salida (B) del tinel, se preguntaron como determi-
nar la direccion en que debian excavar para llegar de A a B. Imaginaron la recta que definia la direccion y sobre
ella dos puntos (uno a cada lado de la colina), visibles ambos desde un punto exterior, y decidieron que basta-
ba con encontrar la medida del &ngulo O que determinan las semirrectas con origen en dicho punto, que pasan
por Ay B.

e ;Por qué basta con conocer la medida del angulo O para determinar la direccion buscada?

e Podian medir ese angulo directamente? ¢Por qué?

* Qué medidas tomaron y cdmo calcularon el angulo si solamente conocian las propiedades de la semejan-
za de triangulos?

Medida y relaciones de proporcionalidad J»5



Un lugar para cada nimero

ACTIVIDAD 1

El nimero V2 es irracional. Si lo calculan con la calculadora, obtendran un valor aproximado, ya que
su expresion decimal tiene infinitos decimales, y la calculadora proporciona sélo 8 6 10.

Vamos a analizar cémo pueden representarlo en la recta numérica. V2 es uno de los puntos com-
prendidos entre el 1y el 2, porque 12 = 1y 22 = 4, y v2? = 2, que esta entre 1y 4.

a. Podemos aproximarlo mejor, diciendo que esta entre 1,4y 1,5. ;Por qué?

bfediimimiapisiniabinfniniindninidnaninidfinieidiaifeiiidii 0 i b imiai i iainiefpefniniand

L5 - -3 2 A 0 3 4 5|

b. Podemos aproximarlo atiin mejor, diciendo gue g§t& entre 1,41y 1,42. ;Por qué?

N

1,4 1.1 1.2 . 4 1 16 1,7 ig 1.4 e i

c. Podemos aproximarlo corwyéecimal m%, diciendo que esté entre 1,414 y 1,415. ;Por qué?
A AN

2 S

T 1
1,40 41 \142 143 144 145 146 147 148 14% 150

Fijense que cada uno de los graficos de la recta numeérica corresponde a una ampliacion del ante-

v

' vafas i
1,410 1,810 1412

| I i
PR B R L 1 -I-I‘I 1

5 1416 147 148 141% 1.4

Siguiendo este proceso, cada vez encerrariamos el punto correspondiente a v2 en un intervalo de
menor amplitud, es decir, lograriamos mayor precision.

Veamos ahora otra forma de encarar la tarea, que permite representar con precisién algunos
irracionales’.

Precisamos un resultado auxiliar:
a. Usando el teorema de Pitagoras, calculen la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1.

b. Dibujen un cuadrado sobre la recta numérica, haciendo coincidir un lado con el segmento 0 1.
Tracen la diagonal que pasa por el 0.

c. Al hacer esta construccién, obtuvieron un triangulo con un lado sobre la recta numérica; ¢qué
clase de tridngulo es (teniendo en cuenta sus &ngulos)? ¢ Cuanto mide la diagonal que marcaron?

Al menos en forma ideal (ya que en la préactica factores como el grosor del lapiz y errores inevitables de medicion causan un
resultado aproximado).

6 < Matematica Polimodal



d. Tomen con el compas la medida de la diagonal y transporten sobre la recta numérica esta medi-
da a partir del 0. {Qué nimero irracional estan representando?

e. Construyan sobre la recta un rectdngulo de base igual al segmento que marcaron y altura de lon-
gitud 1 y vuelvan a trazar la diagonal que pasa por el 0 ;Qué niimero pueden representar con
esta construcciéon?

f. Si el rectdngulo que construyeron en el punto anterior tuviera altura de longitud 3, ¢cual es el
numero que podrian representar?

g. ¢Como representarian v7?

Para reflexionar

e ;Qué relacion hay entre los puntos de la recta numérica y los numeros reales?

» ;De qué manera se pueden construir los nimeros de la forma v utilizando el teorema de Pitagoras?

Una construccion del nimero de oro

En un segmento AB tomamos un punto P tal que los segmentos que determina con Ay B verifican que:
AB _ AP

AP ~ PB
A P B

Esta division del segmento se conoce como la “seccion aurea” y el nUmero que expresa la razén
entre los segmentos se llama “nimero de oro” y habitualmente se anota con la letra griega @ (phi).

a. Tomen como unidad la longitud de AB. Calculen la longitud de AP y verifiquen que el valor de
®es 1+V5
2

b. Representen este nimero con construcciones como las que hicieron en el ejercicio anterior.

Para investigar

Los griegos que seguian las teorias de Pitagoras observaron que el nimero de oro se encontraba al relacionar
la diagonal y el lado de un pentagono regular.
Analicen esta relacion.

Los numeros reales y la recta numérica 7



NUmeros poligonales

ACTIVIDAD 1

Pitagoras fue discipulo de Thales en Grecia, donde fundd una hermandad de tipo religioso, cientifi-
co y filosofico, que se conocio a través del tiempo como “los pitagéricos”. Ellos solian representar
los nimeros mediante piedritas, clasificAndolos segun las formas que pudieran darles a las distribu-
ciones de las piedras.

A continuacion, estan representados los primeros ““nimeros cuadrados”, llamados asi porque la
cantidad de piedras que los integran se pueden disponer formando un cuadrado.

0000

000 0000

OX©) 00O 0000

@) OO 000 0000

Cl:]. C2:4 C3: C4:16
a. ¢Cudl es el quinto nimero cuadrado? ;Y el vigésimo?

b. En el siguiente grafico se intenta mostrar como se obtiene cada nimero cuadrado a partir del
anterior. Busquen algun patron en la cantidad de piedras que hay que agregar cada vez.

0000
OO0 00

YCJe)e

c. Para cualquier nimero natural n, ;cuanto vale 1+3 + 5 + ...+ (2n — 1)?

d. Aqui les representamos los cuatro primeros “nameros triangulares™, llamados asi porque con la
cantidad de piedras que los integran se pueden formar tridngulos equilateros:

@)
@) )@
@) )@ o000
@) OO 00O 00O

tlzl t2:3 t3:6 t4:10

¢Cudl es el siguiente?

e. Busquen algun patrén en la cantidad de piedras que hay que agregar cada vez. ¢Cual sera el
octavo namero triangular?

f. Con estas distribuciones geométricas de los niimeros pueden aparecer como mas evidentes algu-
nas propiedades de los nimeros.

8 < Matematica Polimodal



Observen la recta que aparece en el tercer nimero cuadrado y
vean que se puede pensar como la suma de dos numeros tri- O O O
angulares consecutivos: c3 = t, + t3. Prueben con otros y exp-
resen algebraicamente la siguiente propiedad: “Si se suma el ‘ O O
enésimo numero triangular mas el siguiente, se obtiene el
(n+1)ésimo ndmero cuadrado™. ‘ ‘ O

g. Lasucesion 1, 2, 3, 4, etc. es una sucesion aritmética. A partir
de la expresion anterior, pueden hallar la suma de los primeros
n términos.

Para reflexionar

e En las sucesiones anteriores, en algunos casos podian obtener un valor de forma recurrente, si conocian el
anterior. Expliguen como lo calculaban en cada caso.

e Buscando regularidades en las figuras, trataron de llegar a una férmula que permitiera conocer cualquier
término sin tener que hallar todos los anteriores. Expliquen en cada caso como lo pensaron.

ACTIVIDAD 2

Los ndmeros rectangulares son los que tienen una cantidad tal de piedras que permiten formar un
rectdngulo cuya base es una unidad mayor que la altura.

e ©O00O0
O00 0000
OO OO0 0000

I’l =2 I’2 =6 I’3 =12
a. Dibujen los dos nimeros siguientes. ¢Cuales son?
b. Busquen un patrén que relacione cada nimero rectangular con el anterior.

c. A partir del segundo numero rectangular, pueden descomponerse en un ndamero cuadrado y
“algo” mas; o en dos numeros triangulares iguales (trazando una recta en diagonal). Analicen
alguna de estas descomposiciones para varios niumeros rectangulares, buscando un patrén, y
expresen algebraicamente como se puede obtener el n-ésimo ndmero rectangular.

Para investigar

Hay una vieja leyenda sobre el origen del ajedrez. Se cuenta que el inventor se lo habia obsequiado al rey Sirham
de la India. El rey queria darle una recompensa. Entonces el inventor, que no queria cobrarle nada, le dijo que le
diera la cantidad de trigo que resultara de tomar 1 grano por el primer casillero del tablero de ajedrez, 2 por el
segundo, 4 por el tercero, 8 por el cuarto y asi, cada vez, el doble, hasta terminar. Al rey le pareci6 que era muy
poco lo que pedia; y ordend a sus sabios que calcularan el total y que se lo entregaran inmediatamente.

Se llevd una sorpresa.

e |nvestiguen por qué.

e (Qué tipo de sucesién es: 1, 2, 4, 8, ...? Enuncien todas las propiedades que conozcan de este tipo de
sucesiones.

Sucesiones recurrentes =9



Algunos productos conocidos

ACTIVIDAD 1

Podemos asociar algunas expresiones algebraicas con el calculo de areas de figuras geomeétricas. Por
ejemplo, tenemos un cuadrado de lado "a + b" (piensen que a y b son dos nimeros reales cua-
lesquiera), dividido de la siguiente forma:

Podemos calcular el area total como si no estuviera dividido, o sumar las areas parciales de cada una
de las regiones.

a. ¢Cudles de las siguientes igualdades pueden relacionarse con b
el grafico? Para los casos que seleccionen indiquen si son ver-
daderas, 0 no, las igualdades y justifiquen.

i. 4@a+b)y=az+b? a
ii. (a+b)=a>+2ab + b?
I %/_/%/_/
. +b2: 2+b2+ 2b2
iii. @+ bp2=a a b a

iv. (@+b)(@a+b)=a*+ab+ab+b?

b. Sia o b esunnimero negativo, ya no puede representar una longitud; es decir, la representacién
geométrica no es adecuada. Prueben, reemplazando a y b varias veces por valores positivos y
negativos, si se verifican para valores negativos las igualdades que seleccionaron.

ACTIVIDAD 2

A partir del siguiente gréafico, en el que la segunda figura se formé reordenando 2 de las piezas
incluidas en el cuadrado de lado a, se puede dar una justificacién geométrica de la identidad:

a’-b*=(a+b)(a-b) b

—

b a

a. Expliquen a qué figura hace referencia cada miembro de la igualdad.

b. Analicen si la igualdad se cumple para cualquier eleccion de a 'y b, o sélo para algunas. Escriban
como lo pensaron.

ACTIVIDAD 3

Encuentren una justificacion geométrica para la identidad:
(@-by=a*-2ab+b?
Pista: ¢ Como se representa o se halla graficamente la diferencia entre dos segmentos?

Ademas de considerar a y b positivos, por usarlos como longitudes, ¢qué relacion deben verificar ay b?

10 < Matematica Polimodal



Para reflexionar

La expresion (a + b)? puede calcularse con el producto (a + b).(a + b). ¢Es esto valido para cualquier par de

ndmeros a 'y b?

e Como deben hacer para expresar como producto de dos factores la expresion a? + 2ab + b??

* Qué pueden decir de las otras expresiones?

e Estas justificaciones geométricas no sirven para probar las igualdades para todo numero real. ¢{Por qué?
¢Como pueden hacer en los casos anteriores para probar estas identidades para todo ndmero real?

ACTIVIDAD 4

Analicen cédmo se relacionan las dos figuras que se incluyen a continuacion, con las expresiones
algebraicas siguientes. a, b, ¢ y d son 4 nameros reales positivos. (Qué igualdades se pueden
establecer en este caso?

(@+b).(c+d

a a(@+b+c+d
aatab+ac+ad
ac+bc+ad+bd

b

a
c d
ACTIVIDAD 5 G

Podemos obtener un modelo geométrico para a® - b®, considerando un cubo de arista a al que le
cortamos un cubito de arista b (menor que a).

Si cortamos el cubito a partir de un vértice del cubo
mayor, podemos calcular el volumen restante de una
segunda forma, a partir de descomponer la figura en
4 prismas rectos, prolongando las aristas del cubo b
mas chico. a

a. Dibujen la descomposicion mencionada del volu-
men restante.

b. Encuentren una expresion algebraica del volumen \/
restante, como suma de los volimenes de cada a a

parte. Exprésenla como producto.

c. Verifiquen, aplicando propiedad distributiva, que el producto que propusieron se corresponde
con la diferencia de los volumenes.

Para investigar

Busquen una interpretacion geomeétrica de (a + b)* = a* + 3 a’b + 3ab? + b?

Para el caso de (a - b)?, intenten emplear una representacion geométrica para hallar una expresion equivalente.
Expliquen como se relaciona con el desarrollo algebraico.

Verifiquen en ambos casos, empleando la propiedad distributiva.

Factoreo: representacion geométrica 11



Una mirada grafica

ACTIVIDAD 1

En una clase de matematica, la profesora planted el siguiente problema:

En una panaderia, vendian cada factura a 30 centavos, y el kilo de pan a $1,20. Maria compré algu-
nas facturas y 1 kilo de pan y cuando fue a pagar se dio cuenta de que habia gastado lo mismo
que el dia anterior, cuando habia comprado la mitad de facturas y el doble de pan. ¢Cuantas fac-
turas compro cada dia? ¢Cuanto pagoé en total, cada dia?

Inmediatamente Clara, una de las alumnas, pensé que no hacia falta escribir ecuaciones para
resolver el problema, y se puso a probar con diversos valores.

Organizo los datos y obtuvo estas dos tablas:

Primer dia Segundo dia

facturas precio facturas precio
1 0,30 + 2,40 = 2,70 2 0,60 + 1,20 =1,80
2 3 4 2,40
3 3,30 6 3

a. Expliguen como confeccion6 cada tabla. ¢ Ya obtuvo la respuesta? Si contestan que si, digan cual es.
En caso contrario, prosigan la tabla hasta encontrarla. En ambos casos, justifiquen su respuesta.

b. Realicen un grafico con los valores de las tablas, colocando en el eje de abscisas la cantidad de
facturas (para que les resulte mas facil trabajar, pueden usar como escala en las ordenadas un
cuadrito o medio cm para cada $0,30). (Como ubican la respuesta en el grafico?

¢. Anahi, una de sus compafieras, preferia plantear ecuaciones.
Sillamé x a la cantidad de facturas compradas el segundo dia, ¢como le quedaron las ecuaciones?

d. Sergio, que también preferia usar ecuaciones, llamd x a la cantidad de facturas compradas el
primer dia. ¢Obtuvo las mismas ecuaciones que Anahi, o cambiaron en algo? Escribanlas.

ACTIVIDAD 2

La misma profesora propuso que buscaran la respuesta a la siguiente variacion del problema, me-
diante un gréfico:

En una panaderia, vendian cada factura a 30 centavos, y el kilo de pan a $1,20. Maria compré algu-
nas facturas y %kilo de pan y gasté menos de $2. ;Cuantas facturas pudo haber comprado?

a. Clara hizo rapidamente el siguiente grafico; 307 , , , , , ,
expliqguen como lo obtuvo. 207 """
A pToooee R bt TR [RRTS Shi
b. ¢Corresponde calcular algun valor para “x”” = 0? T b b N 7&1 _____
c. La profesora dijo que a la altura de los $2 18— ------ beeoee- boooe- bl SRR
trazaran una recta horizontal, para ayudarse =~ 15------- ------ * ------ ------ -----
a calcular la respuesta. Analicen como se  12------- e SERE ST booooes foees foees
relaciona la sugerencia que dio la profesora ~ 0.9—------ e IRREEE L RRRE FRREEEE SERRE
con la respuesta buscada, e indiquen cual es  06-}------ S BGEER SEEEERE EERRES ERRREE S
esta respuesta. 0.3—------ ------ ------ ------ ------ ------ -----

——
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Para reflexionar

e En el gréfico que hicieron a partir de los valores que calcul6 Clara, los puntos quedan sobre dos rectas.
¢Cuales son las ecuaciones de esas rectas?

e ;Qué dato vinculado con el problema proporciona cada coordenada del punto de interseccion de las rec-
tas sobre las que se encuentran los puntos?

= ¢Qué relacion hay entre las rectas que se dibujaron en el Ultimo problema y las respuestas a dicho problema?

ACTIVIDAD 3

Si la inecuacién que tienen que resolver es: 3 x + 2 <5 x — 1, se puede interpretar que se buscan valo-
res de x para los cuales el total de calcular 3 x + 2 resulte menor o igual al total de calcular 5 x - 1. Si
ademas la inecuacion no esta asociada a un problema, se puede elegir cualquier valor para x.

a. Hagan una tabla comparando ambos totales para diversos valores de x.

b. En el siguiente grafico se representan las rectasy = 3x+2 e y =5 x -1, que dividen al plano
en 4 regiones. A partir de la comparacién que hicieron, indiquen cual o cuéles de esas regiones
representan la solucion. Expliquen por qué.

c. Hallen las coordenadas del punto de interseccion. ¢(Qué representan en relacion con la
inecuacion?

Para investigar

a. Sidibujan dos rectas en el plano, éstas pueden ser oblicuas, paralelas o coincidentes. Analicen como se rela-
ciona esto con la cantidad de soluciones que puede tener una ecuacion.

b. Si se considera la ecuacion 3x + 1 = ax + b, ¢qué se puede decir de a y b para que la ecuaciéon no tenga
solucién? Representen gréaficamente.
Y si en cambio queremos que tenga infinitas soluciones, ¢cémo deben ser a 'y b?
¢Qué sucede con la cantidad de soluciones de la ecuacion si usamos cualquiera de los otros valores de a 'y b?

Ecuaciones e inecuaciones lineales 13



Donde se corta el eje

ACTIVIDAD 1

Los siguientes gréaficos representan aproximadamente a los polinomios

P)=x+2x-2x+3 ; QM) =x-2¢-7x-4 y FX)=xX+x-4x-4

-

| _I
4
f

a. A partir de los datos incluidos en los gréaficos, identifiquen qué grafico corresponde a cada
ecuacion. Indiquen en cada caso qué datos emplearon y como los interpretaron.

b. Indiquen en los gréficos las raices de cada polinomio. Estimen sus valores, a partir de los gréaficos.
c. ¢Qué valor de obtiene al evaluar una funcién en una raiz?

Apliquen ese dato para comprobar si sus estimaciones son correctas para cada uno de los va-
lores estimados.

d. Expresen cada polinomio como producto de dos o més factores. Intenten, cuando sea posible,
que cada factor sea una expresion lineal.

Pista: Para eso pueden emplear un resultado llamado “teorema del resto”, que dice que el resto de dividir un polinomio

P(x) por (x — a) es P(a), luego si a es raiz, como el resto es 0, (x — a) divide al polinomio.

ACTIVIDAD 2

Tomemos otro ejemplo. Si les piden que hallen las raices del polinomio G(x) =6 x* -5 x* - 2 x + 1,
tienen que resolver la ecuacion 6 X* -5 x* -2 x+ 1 =0.

a. Intenten resolverla antes de probar con el método que sugerimos.

b. Si nos dicen (o si obtenemos por tanteo, o leemos en un grafico) que x = 1 es una raiz (veri-
fiquenlo), podemos dividir el polinomio G(x) por (x — 1) y rescribirlo; entonces también podemos
reescribir la ecuacion como: (x —1) (6 x¥* +x—1) = 0.

Verifiquen que las ecuaciones son equivalentes.

(Pista: En este caso, ya saben que alguno de los dos factores debe ser cero; ya conocen una férmula para hallar las raices

de una funcién cuadratica, asi que podran resolver 6 x>+ x -1 =0.)
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El grafico del polinomio G(x) es siguiente: //
/
0 /
/
/
/
0 ~—
/ 5
/
/
/ -0
c. Hallen analiticamente todas las raices. //
d. Marquen en el gréfico las raices y comparen si sus / 15
valores se corresponden con los que hallaron /
analiticamente. / -
/
e. Comparen sus resultados con los de algunos /
companieros. =

Para reflexionar

¢Qué dato del grafico usaron para poder factorizar los polinomios?

En uno de los casos no deben de haber encontrado la forma de expresar al polinomio de grado 3 como pro-
ducto de tres factores lineales (repetidos o no). ;Cémo se refleja eso en el grafico correspondiente?

¢Como pueden factorizar un polinomio conociendo las raices del mismo?
¢Qué sucede con el grafico, cuando hay factores lineales repetidos? (observar la posicion relativa de la funcién
respecto al eje de abscisas)

ACTIVIDAD 3

a. Dibujen, si es posible, para cada caso, un polinomio de grado 3 que satisfaga las siguientes
condiciones:

1. que tenga dos raices negativas racionales solamente;
2. que no tenga raices;

3. que corte cuatro veces el eje de abscisas;

4. que corte el eje de abscisas en x = -2 solamente.

b. Tomando en cuenta las relaciones entre los graficos y el factoreo de polinomios que analizaron
antes, propongan una expresion analitica para cada caso. Comprueben que se adapta a los datos
de sus graficos.

Para investigar

En general, no siempre es posible calcular analiticamente en forma sencilla las raices de un polinomio cuando
es de grado mayor o igual a 3.

En el caso en que el polinomio tenga solo coeficientes enteros hay un resultado llamado ““teorema de Gauss”
que permite hallar, si existen, sus raices racionales. Investiguen este resultado.

Factoreo: raices de un polinomio J»15



Las representaciones y los problemas

La nocidn de funcion, tal como la conocemos hoy, es relativamente moderna. Pero las funciones en
si ya eran usadas por los antiguos matematicos como una herramienta para describir especialmente
movimientos. En ese entonces, pensaban a las funciones como lo que permitia mostrar un cambio
y una dependencia, el cambio de la posicién dependiendo del tiempo (por ejemplo de los planetas),
el tiempo necesario para frenar un movil dependiendo de su velocidad, etc. Y como, ademas, no
escribian formulas ni hacfan gréficos cartesianos, la descripcion era coloquial, las curvas eran
“lugares geométricos”.

ACTIVIDAD 1

Les presentamos aqui distintas formas de expresar funciones: gréaficos, tablas, férmulas algebraicas
y descripciones coloquiales, y algunas propiedades de las mismas. Para cada uno de los gréaficos si-
guientes, encuentren, si es posible:

a. Las tablas, férmulas algebraicas y descripciones coloquiales correspondientes a la misma funcion,
considerandolas en su dominio de definicién.

b. Las propiedades de las mismas.

Graéficos
1 2 3 4
y y y y
L o) .
4p---- s : ] :
| i oo | .
| = o o
-I2 X 0 1I 2‘ X 0 ‘; é X 0 ‘; é X
5 6 7 8
\% \% \" v
20 20 % 20 20 5
15 15F ,° 15 15 HHH
10 10¢° 10 10 1o
5 5+ 5 5
0 5 10 t 0 5 10 t 0 5 10 t 0 5 10 t
Tablas
1 2 3 4
X y X y T Y T Y
0 1 0 0 0 10 0 10
1 2 1 1 1 12 0.5 11
2 4 -1 1 2 14 1 12
3 8 2 4 3 16 15 13
4 16 V2 2 2 14
5 32 /2 2 2.5 15
6 64 -2 4 3 16
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Propiedades

1. Es creciente. 4. Esimpar (simétrica respecto del origen).
2. Es una funcion. 5. Es continua.

3. Es par (simétrica respecto del eje y). 6. Es decreciente.

Férmulas

1.v=10i+2t 5. y=2

2. v=2t 6. y=x2+1

.v=(12)2¢ 7. y=x

4. y=x* 8. y=¢

Descripciones

1. Es una recta.

2. Es una semirrecta.

3. Es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto fijo llamado foco y una recta
fija llamada directriz.

4. Es una parébola.

5. Es una exponencial.

6. Son puntos sobre una parabola.

Para reflexionar

Discutan los criterios utilizados para asociar las distintas formas de expresion y las propiedades que cumplen las
funciones presentadas.

ACTIVIDAD 2

En el contexto de un problema particular, la funcién que sirve para describirlo o resolverlo, muchas
veces esta definida sobre un conjunto de valores mas restringido que el del dominio de la misma
funcion aislada del contexto del problema.

a. Asocien cada uno de los problemas siguientes con alguna funcién de las presentadas en la activi-
dad anterior.
b. Analicen, en los siguientes casos, cdmo hay que modificar el dominio de la funcién elegida para
gue sea valido en el contexto del problema.
1. El alquiler de una herramienta de carpinteria cuesta $10 mas $2 por cada dia. ¢ Cuantos dias
podemos usarla si queremos gastar menos de $20?

2. Un auto sale de Buenos Aires hacia Mar del Plata. En el momento en que el conductor
empieza a mirar la velocidad, va a 10km/h. Si la aceleracion es constante, de 2 km/h, ¢cuan-
to tardara en alcanzar una velocidad de 80 km/h?

3. Las amebas se reproducen, partiéndose en 2 cada minuto. Si comenzamos con una ameba
en el instante 0, ¢cuantas amebas habra a los 5 minutos?

Para investigar

e Encuentren un problema para cada uno de los graficos que no tienen asociada una situacion problemati-
ca. Analicen el dominio en el contexto del problema.

e Para cada una de las férmulas que no tienen asociado un grafico, tracen el grafico correspondiente y anali-
cen en cada caso si la formula corresponde o no a una funcién.

Funciones y modelos 17



De crecimientos y trayectorias

ACTIVIDAD 1

Matias recuerda una discusion mantenida en clase el afio anterior, antes del debate abierto que
organizaron para el Dia de las Ameéricas. Tenian que encargar los afiches para pegar en las paredes,
e intentaban determinar cual debia ser la ampliacibn que debian encargar de unas postales
cuadradas, pequefias pero muy adecuadas.

a. Expresen el crecimiento del area ocupada por el afiche cuando se encargan fotocopias amplia-
das y realicen un gréfico que les permita encontrar rapidamente el valor del area para cualquier
ampliacién que deseen. (Recuerden que la ampliacion al 20% por ejemplo, significa que el largo,
el ancho, la diagonal, ... resultaran de una longitud mayor en un 20%).

b. Comparen el crecimiento del area del afiche y el crecimiento de su contorno, en relacién con la
ampliacion del lado de la postal.

c. Expresen mediante férmulas ambos crecimientos y realicen las gréaficas cartesianas correspon-
dientes. (Como se comportan? ¢En qué se parecen y en qué se diferencian?

ACTIVIDAD 2

Un director de cine quiere rodar la Gltima escena de la pelicula del siguiente modo: un personaje
inmovil ve marchar un barco a lo largo de un rio que corre en linea recta, y a 40 m de la persona.

a. El director proyecta hacer un largo travelling, manteniendo igualmente enfocados al barco y al
personaje, es decir teniendo siempre a ambos equidistantes de la camara.

personaje camara
L] [ ]

40 m

Dibujen aproximadamente la trayectoria
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b. Para poder dibujar la trayectoria con precision, se puede buscar su ecuaciéon usando el siguiente
sistema de referencia.

camara (X, y)

eje de ordenadas

posicion inicial .-
(0,40) === ===mmmsmmmmmmmmee e < de la camara (0,40) === mmmmm et :
personaje H

40m

v

L
!

rio (40,0
(eje de abscisas)

3
o

Encuentren la ecuacion y dibujen la grafica, destacando la parte que corresponde al problema.
c. Comparen la gréafica con la realizada en a.

d. Sise piensa en la trayectoria de la camara como un conjunto de puntos ¢Qué condiciones ver-
ifican estos altimos? ¢A qué curva conocida pueden asociar la grafica?

Reflexion

Las funciones consideradas en las actividades anteriores solo tienen sentido para valores positivos de la variable
independiente. ¢Por qué?

En estos casos, han representado “partes” de funciones cuadraticas.

Es posible construir graficas “completas™, independizandose de los contextos en que han sido planteadas.
Representen esas funciones y puntualicen semejanzas y diferencias entre ellas, analizando las gréaficas.

Para investigar

En distintas disciplinas, es posible identificar fendbmenos en los que algunas variables se relacionen mediante la
funcion cuadrética.

Asi por ejemplo en Fisica, Galileo descubrié que la expresion que relaciona la distancia d que recorre un cuer-
po en caida libre en un tiempo t es cuadratica.

Averigilien cual es dicha expresion y dibujen su grafica.

Busquen otros fendmenos que también puedan modelizarse con la funcion cuadratica.

La parabola como modelo J»19
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Tiro vertical y economia

ACTIVIDAD 1

Desde la ventana de su casa, Jorge arroja una piedra verticalmente hacia arriba. Sabemos, por lo
aprendido en Fisica, que la funcién que describe la altura de la piedra (expresada en metros) en fun-
cién del tiempo (expresado en segundos) es:

ht)=-5t+ 10t + 28

El siguiente es un esquema de la situacién, acompafiado por un grafico de la funcién h(t):

hm]
o @
30—
h--- = 2@ -~ === - - -~ -
25
20
15
e (3 -
10
5]
e @ 7]
0 1 2 3 t [seg]

a. ¢Para qué valores de t es vdlida la funcion h(t), es decir, representa la altura de la piedra?

b. ¢A qué altura se encuentra la ventana desde donde Jorge arroj6 la piedra? ¢Qué valor de t per-
mite calcular esta altura?

c. Indiquen en el grafico los puntos correspondientes a las posiciones de la piedra marcadas del (1)
al (4). Para cada una, indiquen la altura y el tiempo que tardo, desde que fue arrojada, en llegar
a esa altura. Verifiguen que haya coherencia entre la informacién del grafico y los valores corres-
pondientes en la férmula de h(t).

d. La velocidad de la piedra (expresada en m/seg) se puede determinar en cada instante por la fun-
cion v(t) = 10 - 10 t, donde t es el tiempo en segundos, desde que se la arrojo. Grafiquen esta
funcion, para el intervalo de tiempo desde que se arroja la piedra hasta que llega al piso. Tomen
en cuenta el esquema anterior, y relacionen el signo de v y el sentido en que se mueve la piedra.

¢A qué velocidad llega la piedra al piso? Conviértanla a km/h para poder compararla con la
velocidad que tendria un automovil. h [m]

/TN
\

ACTIVIDAD 2

En el mismo instante en que Jorge arroja la piedra, su
amigo Alberto que esta en otra ventana del mismo 1
edificio también arroja una piedra hacia arriba. 243

! T~
_—

I L o 20
En el siguiente grafico se representa la altura de esta ] \
segunda piedra en funcién del tiempo. ]

a. ¢A qué altura se encuentra Alberto?

j L
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b. Escriban la férmula de la funcién cuadratica que expresa la altura de la piedra.
c. ¢Cudl de las dos piedras llega mas alto?

d. ¢En algin momento las dos piedras estan a la misma altura? Indiquen como lo pensaron.

Para reflexionar

* ;Qué relacion hay entre las raices de la funcion h(t) = -2t + 10t + 28 y la situacion descripta en el primer
problema? ;Y entre las raices y el gréafico de la funcion?

e Qué datos relacionados con la situacion permiten obtener las coordenadas del vértice de la parabola en
cada problema?

* Qué otros datos relacionados con las situaciones se pueden obtener de los graficos? ¢Por qué?

ACTIVIDAD 3

En Economia se suele definir la “funcion demanda’ de un producto como la cantidad de unidades
compradas de ese producto en funcién del precio unitario del mismo.

El ingreso que se obtiene al vender un producto puede calcularse como el precio del total de las
unidades demandadas.

Una empresa ha analizado la venta de uno de sus productos y llegé a las siguientes conclusiones:

e si el precio unitario de su producto se fijara en $1, la cantidad de unidades demandadas seria
1450, y

e por cada peso que se aumentara el precio unitario, se demandarian 50 unidades menos.
a. Expresen la funcion demanda y el ingreso en funcion del precio.

b. ¢Para qué valores del precio son vélidas las expresiones?

c. ¢Queé tipo de funciones obtienen?

d. Hagan un gréfico aproximado de cada una.

e. ¢Cudl es el precio al que conviene vender el producto para tener el ingreso maximo?

Para investigar

Dibujen un rectangulo de 16 cm de perimetro. Calculen su area.

Repitan lo anterior, para un rectangulo distinto, tratando de conseguir que el area aumente. Traten de con-
seguir otro rectangulo de area mayor a la de los dos anteriores. Expliquen como lo pensaron.

Consideren ahora todos los rectangulos de 20 cm de perimetro y expresen el area de esos rectangulos en fun-
cion de uno de sus lados.

Para poder comparar con los resultados de sus compafieros, unifiquen la notacion, al referirse a la base y a la
altura, de la siguiente forma:

e ;Para qué dimensiones del rectangulo el area es maxima?

Tomen otros valores para el perimetro, y realicen un estudio
similar.

* ;Qué conclusiones se pueden extraer acerca de los rectangu-

los de perimetro fijo y area méaxima?

Funciones cuadréaticas 21
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No se trata de los mismos “tiempos”

ACTIVIDAD 1
Viajar en auto

El grafico muestra la trayectoria recorrida por un coche desde una ciudad A hasta otra ciudad B. La
distancia viene dada en km. Esta distancia, d, es funcion del tiempo, t, dado en minutos.

d A
(k)
Rl N A E RSN NN ERau R RS A EuARuR R R AR A ASRRRRE AU ANRRRRRRE llegada B
60— 1
e peaje i
! :desw:o t
parada E E t E
AR ERRSE SRR AR RR S cafeteria I
} | E : ! }
] i E : j ]
30 ! ! SESSEREHSRNED
i i E : | i
20 -mmmree- /peaie | ; R
I1_entrada alitopista E E E E i
; ﬂ—:-'rehsalida pueblo E E i } E
T~ entrada pueblo | H t 1
i E i | i E : } i
salida A i 1;1;1;;“ 1 alz | 4I2 i 5I2 581 5I4 ] _} t
10 20 30 40 50 60 70 (min.)

a. ¢Queé distancia total ha recorrido el coche durante este viaje, y cual ha sido la duracién total
del viaje?

b. ¢Cual ha sido la velocidad media del coche durante el viaje?

c. ¢Cual ha sido la velocidad media que ha llevado en la autopista? ¢Y si se descuenta el tiempo
que estuvo parado?

d. ¢Cudl ha sido la velocidad media entre el instante que marca 52 minutos y el instante que marca
64 minutos?

e. Indiquen un intervalo en el que la velocidad media para cualquier intervalo contenido en él sea
la misma. Indiquen otro intervalo en el que no ocurra lo mismo.

ACTIVIDAD 2

Prediccion del tiempo

Para predecir el buen o mal tiempo hay que conocer las variaciones bruscas de la presion atmos-
férica; es decir que, no sélo interesa la variacion de la presion, sino en cuénto tiempo ha tenido lugar
esa variacion.

La medida de la variacion de la presién atmosférica entre dos instantes no es més que la diferencia
entre las lecturas de la presién hechas en un instante y en otro.

22 < Matematica Polimodal



La gréafica muestra la presion atmosférica medida en una estaciéon meteoroldgica durante un inter-
valo de 5 dias y medio.

LUNES MARTES MIERCOLES JUEVES VIERNES

/ / / / /
810122 4 6 8 10 246810122 4 6 810 246810122 4 6 810 24 6 810122 4 6 8 10 24 6810122 4 6 810

/

770

i !

{75(() 750
i ‘740‘
730 730

Para predecir cambios o estabilidad en el tiempo, se tienen en cuenta los datos que se enumeran a
continuacion.

e Un descenso de presion atmosférica que dure mas de tres horas y que sea en media superior a
1,3 milimetros por hora anuncia mal tiempo, y si ya hace mal tiempo, lo continuara haciendo.

e Un aumento de presién atmosférica que dure mas de tres horas y que sea en media superior a
1,3 milimetros por hora anuncia buen tiempo y si ya hace buen tiempo, lo continuara haciendo.

e Una presién estable anuncia cambio de tiempo.

Analicen qué pronostico puede hacer el observatorio a las 6 de la mafiana del miércoles, del jueves
y del viernes.

Reflexiéon

Para resolver las actividades anteriores, han analizado la variacion de una variable para una cierta variacion de
otra y buscaron identificar la tasa de variacion de la funcién en distintos intervalos.
Una expresion general de la tasa de variacion es:  f(x,) - f(x4)
X2 - X1
¢COmo se puede interpretar para cada problema la tasa de variacion?

Para investigar

En muchos casos resultan insuficientes los datos que proporcionan estudios como los anteriores. Por ejemplo,
en el caso del automavil que va a la ciudad B, la tasa de variacién en un intervalo no nos permite saber con
qué velocidad va el coche cuando se cumple exactamente el minuto 58.

Para averiguarla, hay que ir considerando la velocidad media en interva-

los cada vez mas pequefios tanto entre 57 y 58 como entre 58 y 59. Esas [Lisaaunnansss .

velocidades se van acercando a un mismo nUmero, la velocidad instan- !

tanea o tasa de variacion local de la funcién en un punto. s i

e Investiguen trabajando con la calculadora cudl es, aproxi- E
madamente, la velocidad instantanea del auto cuando sale del 35 H _: E
ultimo peaje. 52 581 64

e ;Como se puede interpretar la tasa de variacion local en la
segunda actividad?

Acercamiento a las derivadas 23



De polinomios y graficos

ACTIVIDAD 1
a. En el gréfico se representan: 3
A(x) =x®
B(X) = (x+1)° 2 —
Cx)=x+1

Indiquen cual es el grafico correspondiente a cada poli-
nomio.

Expresados como resultado de aplicar traslaciones,

¢como se obtienen los graficos de B(x) y C(x) a partir del 1'
grafico de A(x)?

b. En el siguiente gréafico se representan los polinomios: 4
f(x) = x*-x f
X
9(x) 9
Expresen una férmula para g(x), observando que su 9
grafico es una traslacion del gréafico de f.
1 —
1 1 2
-1

c. Aqui representamos graficamente:
f(x) 4 |
h(x) = x*-=3x*+ 2x + 3
¢A qué funcién pertenece cada grafico?
¢Qué relacion tiene el gréafico de h(x) con el de f(x)?

Para reflexionar

e ;Como se relacionan los gréaficos de x° y (x — a)*? (para va-
lores positivos y negativos de a).
e ;Como se relacionan los gréficos de x*y x* + b?

e Ustedes ya conocen las funciones cuadraticas, que son
polinomios de grado 2. Analicen si las conclusiones ante-
riores son validas para ellas. -1
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ACTIVIDAD 2
a. Los siguientes gréaficos se han obtenido desplazando
una cantidad entera de unidades, horizontal o verti- D
calmente, los gréaficos de:
f(x) = x*
h
g(x) = x°
Den una expresion algebraica de cada funcion, e
indiquen a qué grafico corresponde. 1) : |2
Expliguen cémo las reconocieron.
m
b. Identifiquen en cada uno de los siguientes graficos algunas o todas las funciones:
y =X y:)(2 y:x3 y:x4 y:x5
Indiquen en cada caso qué datos del grafico usaron para distinguirlas.
|
| /
| [
| [
| ] I/
| [/
[/
[/
1 | ] I/
\ Il
\ . i
\ Il
\ . I/
\ I/
0
/ ,
0 1

Para investigar

Ya conocen formas de calcular la expresion desarrollada del binomio cuadrado, es decir (x+a)?, y del
binomio cubo, es decir (x+a)®. A la expresion (x+a)" se la llama binomio de Newton investiguen cémo se

calcula paran 2 4.

Representacion grafica de funciones polinémicas 25
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Maximos y minimos

ACTIVIDAD 1

En el siguiente gréafico se representan una funcion y parte de las rectas tangentes al grafico de dicha
funcion en algunos puntos.

a. ¢En qué puntos la recta tangente tiene pendiente positiva? ¢En cuéles es negativa? ¢En algin
caso vale 0?

b. En el intervalo (a, b) la funcién representada es creciente, tracen la tangente al grafico de la fun-
cién en varios puntos correspondientes a ese intervalo ¢Qué signo tiene la pendiente de la tan-
gente en esos casos?

c. En elintervalo (b, c) la funcion es decreciente. ¢Cual es el signo de la pendiente de la recta tan-
gente a la grafica de la funcion en los puntos correspondientes a ese intervalo?

d. Caractericen a la funcién en x = b. ¢(Cudl es la pendiente de la recta tangente?

ACTIVIDAD 2

Grafiquen la funcidn f(x) = x3; calculen su derivada en x = 0. ¢ Tiene la funcidon un extremo (es decir,
un maximo o un minimo) en x = 0? ;Cémo es la recta tangente al grafico de f en el punto (0, 0)?

ACTIVIDAD 3
En el siguiente gréafico se representa la funcion “mdédulo™, que se puede definir como:
y =X Si x=0 54

y = =X Si x<0

a. ¢Cual es la pendiente de la recta tangente al gréafico de f para los puntos con coordenada x < 0?
Y parax > 07?

b. ¢Se puede trazar la tangente a la grafica de la funcién en x = 0? ¢Es derivable en x = 0?

c. ¢Tiene algun extremo esta funcion?
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Para reflexionar

* ;Qué relacion hay entre el valor de la derivada de una funcién en x = a y la recta tangente al grafico de la
funcién en el punto (a, f(a))?

= Silafuncién es derivable en un punto, ¢cuanto debe valer la derivada en ese punto para que haya un extremo?

e Sila derivada en un punto es 0, ¢se puede asegurar que la funcién tiene un extremo en ese punto?

e Sila funcién no es derivable en un punto, ¢;puede tener un extremo en ese punto?

e :Qué condicion sobre la derivada permite decidir si la funcion es creciente o decreciente?

ACTIVIDAD 4

a. En cada uno de los siguientes graficos se representa la derivada de una funcion.

o
|
«

o
(AR N B R

,
\

Indiquen los intervalos de positividad y de negatividad de cada derivada.
Analicen cémo se relacionan con los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de cada funcion.

Dibujen para cada una de ellas un gréafico posible de la funcion.

Eal A

Comparen con sus compafieros los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los inter-
valos de positividad y de negatividad que tiene la funcidon que dibujaron. ¢Deben coincidir?

b. Si f'(x) = x (1 - x), ¢alguna de las siguientes puede ser la gréafica de f? ;Por qué?

5 - 4
7 2 |
34
za
1 1
10 |
— ——
4 ] 1 2 3
1 0
i | T T T |
P -1 /|1 2

a. Averiglien algin ejemplo de las aplicaciones que tiene la derivada en problemas estudiados en el campo de
la Fisica.

b. Busquen en textos de matematica qué es o como se obtiene la derivada segunda. ¢Qué interpretacion gra-
fica se le puede dar?

Interpretacion grafica 27



14

ACTIVIDAD 1

Acercandonos al infinito

Cuando en las novelas de ciencia ficcion se realizan viajes interplanetarios o interestelares, no suelen
mencionarse “pequefios detalles”, como la alimentacion de los astronautas. Pero Venus, el planeta
mas cercano a la Tierra, esta cien veces mas lejos que la Luna, y Neptuno estd 11.500 veces mas
lejos que la Luna. Se comprende entonces que en los viajes interplanetarios que han de durar largos
meses e incluso afos, el problema de alimentacion de los tripulantes es serio. El almacenamiento de
los alimentos en su estado habitual supondria una enorme sobrecarga para la astronave.

Por ello, los cientificos tratan de poner a punto sistemas ciclicos en los que los desperdicios puedan
ser utilizados. Las algas, como las otras plantas, absorben dioxido de carbono y proporcionan
oxigeno. Ademas, pueden utilizar como alimento los productos de desecho de los astronautas y
servir ellas como alimento.

Cierta clase de alga, llamada clorella, se reproduce duplicando su nimero en dos horas y media. Al
cabo de otras dos horas y media vuelve a duplicar su nimero, y asi sucesivamente.

a. Encuentren la expresion que relacione el numero de kilos de clorella (suponiendo que inicial-
mente se cuenta con 1 kg) en funcion del periodo de reproduccion y representen graficamente.

b. Este crecimiento tan rapido crearia algunas dificultades en la astronave, porque, transcurridos 40
periodos, es decir, poco mas de cuatro dias, habria 2% kilos de algas (jmas de un millén de mi-
llones de kilos!).

Por otra parte, es natural que el crecimiento no siga ese ritmo porque las algas van muriendo o
siendo consumidas y, ademas, jno habria suficientes productos de desecho para alimentar a tan-
tas algas ni sitio en la astronave por grande que esta fuera!

Aislandonos de estas cuestiones, ¢hasta cuanto podria aumentar la cantidad de algas con el trans-
curso del tiempo?

ACTIVIDAD 2

Consideremos el experimento aleatorio que consiste en lanzar una moneda balanceada tantas veces
hasta que salga cara, en cuyo caso ya no se lanza mas.

a. Encuentren la expresion que relacione la probabilidad de que “salga cara” en funcién del
numero de veces que hay que arrojar la moneda y representen graficamente.

b. ¢Puede ocurrir que lanzando 100.000 veces la moneda nunca salga cara?

c. ¢Puede ocurrir que la probabilidad buscada sea tan préxima a cero como queramos? ¢En alguin
caso podré ser cero?

Reflexion

Las funciones que han utilizado para resolver las actividades anteriores tienen caracteristicas especiales: se trata
de funciones cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales y cuyo conjunto imagen es un subconjun-
to de los numeros reales. Se las denomina sucesiones.

Habran observado que, en la primera actividad, basta con aumentar n para que los valores de f(n) crezcan
enormemente. ¢Sucede lo mismo en la segunda?
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ACTIVIDAD 3

Tomen un cuadrado de papel de area 1y corten todas las esquinas como se indica en la figura. Con
el cuadrado que queda realicen una operacién similar, y asi sucesivamente.

a. Construyan una tabla que represente el area del cuadrado de papel que queda sobre la mesa en
funcién del ndmero de veces que se han realizado los cortes

b. Encuentren la expresion general de esa relacion y representen graficamente.

c. ¢Se trata de una sucesion?.;Por qué?

d. ¢Podremos tener sobre la mesa todo el papel, es decir, una cantidad de papel de area 1?
e. ¢Podremos tener en la mano tan poco papel como gueramos?

f. ¢Cudl es el comportamiento de f(n) al aumentar n?

—

Sucesiones. Introduccién a la nocion intuitiva de limite de una sucesion. J»29
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ACTIVIDAD 1

Cuando actuan dos velocidades

Copérnico sostenia que la Tierra giraba sobre su eje y alrededor del Sol. Sus oponentes rebatian esta
tesis argumentando que, en ese caso, si se arrojaba una piedra desde lo alto de una torre, esta
deberia caer hacia el oeste y no al pie de la torre como prueba la experiencia. Galileo, que defendia
la teoria copernicana, argumentaba que la piedra se hallaba sometida a dos movimientos simulta-
neos: una velocidad horizontal, debida al movimiento de la Tierra, y otra vertical, debida a la fuerza
de gravedad.

Para probar la teoria de Galileo, Pierre Gassendi realiz6 en 1640, cerca de Marsella, la experiencia
gue se detalla a continuacion. Lanzé una piedra desde lo alto del mastil de un barco que se despla-
zaba con movimiento uniforme para comprobar como calfa. El siguiente dibujo representa el barco
y la piedra vista desde la orilla, en la primera posicion al ser arrojada.

a. ¢Cudl les parece que es la forma de la trayectoria de la piedra vista por un observador situado
en el mismo barco?

b. ¢Cual es la forma de la trayectoria que ve un observador desde la orilla?

c. ¢Por qué se han utilizado vectores para representar velocidades? ¢Qué velocidad esta represen-
tada en cada vector?

d. Analicen si los vectores horizontal y vertical se modifican o no en distintas posiciones de la piedra.
e. Encuentren el vector suma para dos posiciones distintas. ¢ Cémo se modifica el vector suma?

f. ¢Queé significa la modificacion del vector a medida que la piedra cae?

Para reflexionar

= Un compafiero dice que el observador situado en el barco ve caer la piedra verticalmente, pero el que esta
en tierra no ve una trayectoria recta sino de forma curva. ¢Les parece que tiene razén? ¢Por qué?

= (En qué casos una magnitud se puede representar por vectores y en qué casos no? Busquen ejemplos de
ambos tipos y expliquen por qué los eligieron.
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ACTIVIDAD 2

Diego discute con Marina como cruzar un rio desde el punto indicado con A en el dibujo hasta el
indicado con B, sabiendo que la velocidad de la corriente con direcciéon AC es de 3 km/h. Diego
sabe que finalmente la direccién de su velocidad en la trayectoria no resultara la misma direccién de
la velocidad con la que nade.

El piensa que si nada en forma perpendicular, puede calcular a qué velocidad tiene que nadar para que
la velocidad resultante sea de 5 km/h. Marina le dice que no le conviene nadar perpendicularmente a
la velocidad de la corriente, sino formando un angulo de 60° con el borde del rio y orientado hacia B,
porque de ese modo, para la misma velocidad resultante su velocidad de nado puede ser menor.

a. ¢Creen que Marina tiene razon? ;Por qué? —~
P = R
= =
- ]

b. Dos alumnos encuentran diferentes procedi- “————
mientos para resolver este problema. Analicen-
los y justifiquen si les parecen o no correctos. ———T e
A L S i
- .—;—h _
Alumno A:
Con angulo de 90° Para Vpado U Veorriente

Vresultante = © km/h

Veorriente = 3 km/h

Vnado® = 5% - 32 (Por Pitagoras)
Vhado = 4 km/h

Por el teorema del seno
Sen 120° - Sen x [1 sen x = v, Sen 120°;senx = 3/5.v3/2

VR Ve vg senx=0,51; x0O30°

Sen 120°-Seny O V= Vg.Sen30° O Vy = V¢

VR VN Sen 120°
Alumno B:
Con angulo de 60° (Por el Teorema del Seno se determina el valor del &ngulo)
VC = 3?
o oo
Vg =5c0s30°1+ 5sen30°]
VN =Vr-Vc

Vy = (5 cos 30° - 3) T+ 5 sen 30° |
Vy=(BV3/2)i+5/2 ]

Para investigar

e Busquen la relacion que hay entre la ley de independencia de los movimientos y los problemas de las activi-

dades anteriores.
* Propongan otros ejemplos que puedan interpretarse mediante esta ley.

Vectores P31
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Problemas con las compras

ACTIVIDAD 1

Un grupo de amigos decidié pasar un dia en el parque. A la tarde, Analia fue a un quiosco donde
compré 2 alfajores y 1 latita de gaseosa y pagd $ 1,80 . Carlos le preguntd a Analia cuanto pago
cada cosa y ella respondié que no sabia. Mientras hablaban, Beatriz también fue a comprar al mismo
quiosco, pero ella comprd 3 alfajores de los mismos que comprd Analia, y 2 gaseosas también de
las mismas; pag6 $ 3,10. Cuando volvié Beatriz (que tampoco pregunté los precios de cada cosa)
entre los tres amigos intentaron determinar los precios desconocidos.

a.

¢Pueden ustedes averiguar los precios? Si pueden, expliquen cdmo lo hicieron; si no pueden,
expliquen también por qué.

. Maés tarde, Dario compré 6 alfajores y 3 gaseosas y pago $4,20. Cuando regreso, Carlos dedujo

en seguida que Dario habia comprado en otro quiosco.
¢,Como se dio cuenta?

Finalmente, Elena compro 1 alfajor y una gaseosa y Carlos, sin preguntar cuanto pago, creyé
que ya podia calcular el precio de cada cosa. ¢Es cierto? Si contestan que si, calctlenlo; si con-
testan que no, expliquen por qué.

Analia le hizo notar a Elena que habia dos quioscos que tenian precio distinto. Entonces, Elena
aclaré que ella habfa comprado en el lugar en que la gaseosa costaba menos. ¢Cambia la
respuesta anterior con este dato? ¢Por qué?

En otro quiosco, la gaseosa costaba $1 y cada alfajor, 50 centavos y Carlos decidié comprar alli.
¢, Dénde le convenia mas comprar? Expliquen por qué.

Para reflexionar

¢Podia Carlos calcular el precio de cada producto después de hablar con Analia, pero antes de que llegara
Beatriz? ¢Por qué?

A partir de lo que dijo Analia se podia calcular el gasto de 4 alfajores y 2 gaseosas. ¢Cémo se puede hacer?
¢Se puede calcular también el precio de 6 alfajores y 2 gaseosas? Si contestan que si, expliquen como, y si
contestan que no, expliquen por qué.

Si Beatriz, en cambio, compraba 4 alfajores y 2 gaseosas a $3,60, ¢tendrian datos suficientes para calcular
el precio de cada articulo? Expliquen por qué.

¢Pueden calcular cuanto le cost6 cada alfajor y cada gaseosa a Dario? Si piensan que si, expliquen cémo, y
si piensan que no, expliquen por qué.

Para cada uno de los cinco amigos, escriban una ecuacion que relacione qué compré y cuanto gasto,
tomando como variables los precios de cada producto.

¢Qué sucede si resuelven el sistema formado por las tres ecuaciones correspondientes a las compras de
Analia, Beatriz y Dario? ¢Pueden relacionarlo con la observacion que hizo Carlos?

¢Cuantas ecuaciones son necesarias para averiguar dos incognitas? Justifiquen su respuesta sobre la base
de lo que ya vimos.

ACTIVIDAD 2

En Economia se llama “recta de balance” al conjunto de las combinaciones méximas de dos bienes
que el consumidor puede comprar con una cantidad fija de dinero (se supone que se gasta todo y
que el precio de cada bien permanece fijo en el periodo estudiado). Veamos un ejemplo. Una per-
sona separa $60 para gastar durante el mes en carne de vaca o de pollo. El kilogramo de carne de

32 < Matematica Polimodal



vaca cuesta $2 y el de pollo, $4. Gastando todo el dinero que separd, podria comprar 15 kg. de
pollo durante el mes; si no, podria comprar 6 kg. de carne de vaca pero entonces, s6lo podria com-
prar 12 kg. de pollo.

a. Encuentren por lo menos otras cuatro combinaciones mas, usando todo el dinero.

b. Ubiquen en un gréfico los valores que obtuvieron. Para poder comparar con los graficos de sus
compafieros, ubiquen la cantidad de carne de vaca en el eje de abscisas y la de pollo, en el de
ordenadas.

c. A partir de la representacion gréfica, ¢pueden anticipar donde se graficarian otras combina-
ciones posibles? ¢Cuantas soluciones hay?

d. Escriban una ecuacién que relacione ambas cantidades comparadas con los $60 disponibles. Esa
es la expresion que se llama “recta de balance”. ¢Es una recta, en este caso? ¢Cuantas solu-
ciones tiene la ecuacion?

e. ¢En qué cambiaria la situacién para otra persona que tuviera $80 para gastar en esos productos?
¢Coémo se refleja el cambio en el grafico? (Supongan que los precios se mantienen constantes).

ACTIVIDAD 3

Representen graficamente la ecuacion 3x — 2y = a para algun valor de a que elijan.
a. En el gréfico, ¢qué representa al conjunto solucion?

b. Elijan otro valor de a y representen la nueva recta en el mismo grafico. Si las soluciones del sis-
tema formado por ambas ecuaciones estan representadas por los puntos de interseccion de las
rectas en el grafico, ¢cuantas soluciones tiene el sistema? Resuelvan el sistema analiticamente y
comprueben si los resultados coinciden.

c. ¢Pueden elegir un nuevo valor para a y plantear otra ecuacién de manera que resulte un sistema
cuya Unica solucién sea el punto (1,0)? Analicen graficamente la respuesta. ¢Cuantas rectas
pasan por el punto (1,0)? ¢Es Unica la respuesta en el caso anterior?

Para investigar

Analicen qué cantidad de soluciones puede tener un sistema con dos incdgnitas, segun la cantidad de ecua-
ciones que lo compongan. Investiguen por lo menos los casos con solo una, con dos, y con tres ecuaciones.

Busquen relaciones entre las distintas posibilidades que encontraron y los graficos correspondientes a las ecua-
ciones en cada sistema.

Intenten enunciar problemas que se relacionen con las distintas situaciones planteadas.

Sistemas de ecuaciones J» 33
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Crecimiento y decrecimiento

ACTIVIDAD 1

Una persona deposita en un banco $1000 en un plazo fijo que paga el 0,4 % de interés mensual.

a.

Al terminar el mes, ¢cuanto gano de intereses? Si retira el monto, es decir, el dinero depositado
inicialmente mas los intereses ganados, ¢cuanto dinero retira?

Si resuelve depositar por un mes mas el dinero y los intereses ganados, ¢cudl sera el monto
obtenido al cabo del segundo mes?

Expliquen cémo obtuvieron el monto correspondiente a cada mes.

. Si a fin de cada mes deposita el total acumulado, ¢cual serd el monto si retira el dinero a los n

meses? Intenten encontrar una formula en la cual s6lo haya que reemplazar n para tener el
monto acumulado.

Otra persona deposita, en ese mismo banco, $2000. Analicen cémo se modifica la respuesta a
cada una de las preguntas anteriores en ese caso.

Si la primera persona depositara el dinero en una cuenta que le ofrece un 0,08% anual, ;cOmo
se modificaria la respuesta a cada una de las cuatro primeras preguntas en este caso?

g. Discutan con algunos de sus comparieros las respuestas a las preguntas anteriores.

h. A la entrada del banco, a la segunda persona le dieron un folleto en el que decia que otra enti-

dad daba el 5% anual a los ahorristas que dejaran el dinero por un afio. Esta nueva opcion, ¢le
conviene mas o no? Expliquen por qué.

Para reflexionar

¢Hay proporcionalidad entre alguno de estos pares de variables (dejando en cada caso fijas todas las demas
no mencionadas:capital inicial y monto; monto e interés mensual; interés obtenido en un mes y porcenta-
je [o tasa] de interés mensual; monto y tiempo?

ACTIVIDAD 2

Vamos analizar el problema del crecimiento de una poblacion. En general, interesa estimar como
varia el nUmero de habitantes de un determinado lugar en funcién del tiempo. Esta variacion en el
numero de habitantes se puede calcular a partir de los resultados de los censos de poblacion y se
conoce como la tasa de crecimiento (o decrecimiento) de la poblacion.

En un pueblo de 1500 habitantes la tasa de crecimiento es del 4 % anual.

a.

¢Cuantos habitantes tendra el pueblo dentro de un afio? ;Y dentro de dos afios? ;Y dentro de
un afio y medio? Expliquen en cada caso como hicieron para calcularlo.

. Indiquen la funcién que les permite calcular el nimero de personas que habitara dicho pueblo

al cabo de x afios. Representen graficamente esta funcién.

Evalten la funcién que propusieron en 1, en 1,5y en 2. ¢Hay coincidencia con los valores que
obtuvieron en la parte a)? ¢Deberia haberla?
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ACTIVIDAD 3

Las sustancias radiactivas se desintegran a través del tiempo, transfomandose en otra sustancia. La
rapidez con que se desintegran se mide mediante su “periodo de semidesintegracion™, que es el
tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de su masa inicial.

Tomando como unidad de tiempo dicho periodo, la funcién que indica la cantidad de masa de una
sustancia en funcién del tiempo es M(t) = (0,5)" *.

Por ejemplo, para el plutonio 241, el periodo de semidesintegracion es de 13 afios, y para el pluto-
nio 239, de 24.000 afios. Una regla empirica establece que estos desechos radiactivos deben ser ais-
lados por un periodo de 10 a 20 veces su periodo de desintegracion.

a. Hagan un grafico aproximado de la funcién M(t).

b. Calculen para cada uno de los ejemplos, cuanto tiempo como minimo tendrian que permanecer
aislados los desechos radiactivos, y qué proporcion de la masa inicial habrd en ese momento.

ACTIVIDAD 4

Si un monto de dinero se deposita en una cuenta a una tasa de interés simple, y se pacta que los
intereses que se obtienen en cada periodo no se depositan, y se cobran al final de la operacion,

a. ¢cuanto dinero se obtiene si se depositan $1000 al 0,4 % mensual simple durante un afio?
b. Obtengan la funcién que les permite calcular el monto en funcién del tiempo. ¢Es creciente?

¢. Comparen su crecimiento con el de la funcién obtenida en la primera situacion.

Para investigar

a. En un pueblo se pudo establecer que el crecimiento anual de la poblacion es del 4,5 %. Si actualmente
tiene 2500 habitantes, ¢cuantos tendra dentro de 5 afios?

Si se mantiene esta tasa de crecimiento, ¢en cuanto tiempo el pueblo contara con 4000 habitantes?
b. ¢En cuanto tiempo se duplica un capital al 1,5 % mensual compuesto? ¢ Es necesario conocer el capital ini-
cial? ¢Por qué?

1 La funcién esta “normalizada”: la unidad de tiempo es el periodo de semidesintegracion; si se quiere comparar la cantidad de
masa de dos sustancias distintas, no es “visible” la diferencia de este modo; para eso se la expresa como M(t) = Mg . e ¥, por
ejemplo, donde Mg es la masa inicial, y k se relaciona con dicho periodo.

Funcion experimental J» 35
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Analisis de la informacion

ACTIVIDAD 1

Los médicos saben que si un bebé recién nacido pesa 500 g menos de la media de los pesos de los
recién nacidos en una regién, deben tomarse precauciones especiales en su cuidado.

Para determinar cuél es la media del peso de los recién nacidos en un determinado lugar, durante dos
meses se recopilaron los siguientes datos (los datos estan en kilogramos).

2,56 2,87 3,11 3,45 3,85 4,25 4,23 2,83
3,12 3,45 4,25 2,75 2,93 3,25 3,65 3,72
4,05 4,55 3,05 3,33 3,47 2,63 3,02 3,33
3,56 3,96 4,23 4,37 2,96 3,14 3,68 2,57
2,31 3,25 3,45 3,72 4,12 4,52 2,87 3,71
3,59 2,59 2,85 3,21 3,41 3,85 4,15 4,45
4,01 3,79 3,49 2,61 2,97 3,39 3,47 3,71
4,05 3,99 4,33 3,88 3,60 2,65 2,95 3,12
3,69 3,89 4,22 4,33 4,14 3,83 3,55 2,70
3,05 3,14 3,51 3,90 4,29 3,78 4,28 3,97
3,71 2,83

Para analizarlos, un grupo de investigadores decidié agruparlos en intervalos y construir un histograma.
Comenzo en 2,5 kg y considerd intervalos de 0,3 kg. de amplitud *.

Obtuvo:
Cant. de . . .
nacim. a. Calculen la media a partir del histograma.
20 Pista: tomen como peso representativo de cada intervalo su
punto medio, y supongan que el peso de todos los nacimientos
correspondientes a ese intervalo es igual al peso representativo.

b. Segun el estudio que realizaron, ¢a partir de
qué peso deberan tener cuidados especiales con
los bebés?

c. Otro grupo de investigadores, por su lado, con-
struyeron histogramas agrupando los datos de
distinta forma. Calculen, para cada uno de ellos,

25 28 31 34 37 40 43 43 Pesolenkg) la media correspondiente.

l

20 30
25
15
20
10 15 4
] 10
T =
] I 5 ——
0[] = | —

25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 25 30 35 40 45 50

d. Segun ellos, ¢a partir de que peso deberan tener cuidados especiales con los bebés?

1 . Y . .
Se puede acordar, por ejemplo, que el punto de divisién entre 2 intervalos pertenece al de la derecha, para evitar contar un
mismo dato en 2 intervalos.
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Para reflexionar

Expliquen cémo creen que se construyen los histogramas.
¢ El valor de la media sera el mismo cualquiera sea el histograma que se construya?

Para calcular la media en cada intervalo se suele elegir el dato central. ;Qué efectos tendria en la media si
se eligiera solo el dato central de una de las divisiones del intervalo?

ACTIVIDAD 2

En la siguiente tabla se da la informacion sobre los sueldos en una pequefia empresa.

Sueldo 0-500 | 500-1000 | 1000 -1500 | 1500 - 2000 | 2000 - 2500 | 2500 - 3000

Frecuencia 32 20 8 11 14 5

Calculen el sueldo promedio.

. ¢Qué porcentaje de los empleados cobra menos de $1000? Discutan si el promedio es repre-

sentativo de los datos, en este caso que indica la tabla.
¢Cbémo representa la mediana la situacién salarial?

e Recuerden que, cuando conocen cada uno de los datos, para calcular la mediana, se los ordena (por
ejemplo de menor a mayor) y se toma el dato central (cuando el nimero de datos es impar) o el prome-
dio de los dos centrales (cuando es par).

Analicen las frecuencias acumuladas para determinar cuél es el dato central y en qué intervalo
se encuentra.

Cuando el dato central no cae en una division de los intervalos, para hallar la mediana, se supone
que los datos estan equidistribuidos en el intervalo. Entonces, se divide el intervalo que contiene
la mediana en partes iguales, se calcula el valor de cada division y se trabaja como si las divisiones
representaran a los datos.

. Calculen la mediana con este procedimiento.

Discutan cual de los dos parametros centrales representa mejor la situacion, en este caso.

Para investigar

Averiglien como se calcula la moda cuando los datos estan dados por intervalos de clase. Pueden buscar infor-
macion en libros, o inventar un conjunto de datos y probar diferentes procedimientos.

Ayuda: identifiqguen primero el intervalo modal, es decir el de mayor frecuencia.
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Supongamos que es normal

En la primera mitad del siglo XIX, K.F.Gauss (1777-1855) hizo aportes importantes a varias ramas de
la matematica. Estudiando los errores que se producen al medir una misma magnitud, se dio cuen-
ta de que si se representan estos datos en un histograma, éstos se distribuyen segin la campana
que lleva su nombre. Esta distribucion también se conoce como “distribucion normal™, ya que
muchas variables de la naturaleza la siguen, por ejemplo, las caracteristicas de individuos de una
misma especie, como es el caso de la altura o el peso de las personas o de determinados animales.
Gauss pudo hallar parametros que caracterizaban esta distribucion.

ACTIVIDAD 1

En una ciudad se ha instalado un laboratorio de cultivos experimentales y se busca que, para cada
nuevo cultivo, los gastos de climatizacion puedan ser minimos. Se esta estudiando la posibilidad de
comenzar en mayo con un cultivo de tomates para el que se necesita que la temperatura maxima y
la minima no varien mas alla de 10° con respecto a un promedio de alrededor de 20°y 15°, respec-
tivamente.

Para tomar la decision, solo se cuenta con el siguiente cuadro con las temperaturas maxima (M) y
minima (m) de la ciudad durante los dias del mes de mayo del afio anterior.

DOMINGO LUNES MARTES MIERCOLES JUEVES VIERNES SABADO
1 2 3 4 5 6
T. Max: 20° T. Max: 22° T. Méax: 18° T. Max: 16° T. Max: 19° T. Max: 20°
T. Min: 10° T. Min; 14° T. Min; 12° T. Min: 14° T. Min: 11° T. Min; 13°
7 8 9 10 11 12 13
T. Max: 15° T. Méax: 17° T. Max: 22° T. Méax: 18° T. Max: 15° T. Méax: 13° T. Max: 12°
T. Min: 2° T. Min: 4° T. Min: 14° T. Min: 4° T. Min: 4° T. Min: 2° T. Min: 6°
14 il5 16 17 18 19 20
T. Méax: 17° T. Méax: 20° T. Max: 14° T. Méax: 14° T. Méax: 15° T. Méax: 14° T. Max: 18°
T. Min: 8° T. Min: 10° T. Min: 6° T. Min: 9° T. Min: 10° T. Min: 8° T. Min: 10°
21 22 23 24 25 26 27
T. Max: 20° T. Max: 24° T. Max: 25° T. Max: 23° T. Max: 21° T. Max: 22° T. Max: 24°
T. Min: 11° T. Min: 12° T. Min: 13° T. Min: 15° T. Min: 16° T. Min: 15° T. Min: 13°
28 29 30 31
T. Méax: 22° T. Méax: 20° T. Max: 18° T. Méax: 18°
T. Min: 13° T. Min: 11° T. Min: 9° T. Min: 8°

a. Suponiendo que las temperaturas se comporten como en el mismo mes del afio anterior,
piensan que resulta conveniente iniciar el cultivo en el mes de mayo? ¢Por qué?

b. Sise evalGia que no seria tan costoso afrontar la climatizacion del laboratorio s6lo durante el 10%
de los dias del mes, ¢cambia la decisién? .

c. Otra manera de evaluar los costos de climatizacion es determinando hasta cuanto se aceptara
como desvio de los valores de la media. ¢Cuéal deberia ser la desviacion tipica aceptada para
decidir iniciar los cultivos en mayo?

38 < Matematica Polimodal



ACTIVIDAD 2

Se toma un mismo examen en dos cursos distintos. Sobre un puntaje maximo de 10, ambos cursos
obtuvieron una media de 6 puntos, pero el curso A con una desviacion estandar de 0,5 puntos y el
B, con una de 1,5 puntos.

a. ¢Qué esta revelando en este caso la diferencia en las desviaciones estandar?

b. Elijan, de las cuatro distribuciones siguientes, una para asignar al curso A y otra para asignar al
curso B. Justifiquen su eleccion.

1 2 3 4
c. Elijan una de las cuatro distribuciones anteriores, si saben ademas que el curso A tuvo un 30%

de aplazados, mientras que el B tuvo solo un 10%, y que ambos cursos tuvieron la misma can-
tidad de alumnos que sacaron 10.

Para reflexionar

a. ¢Qué informacion sobre la distribucién de los datos proporciona el rango si ademas se tiene en cuenta la
media?

b. Analizando los resultados de las dos actividades anteriores, un compafiero planteé que “cuanto menor es
la desviacion tipica, mas cerca de la media estan los datos™.;Por qué?

Para investigar

Para la medicina, es importante tener algunas informaciones que representen un conjunto de los datos rela-
tivos a un numero elevado de personas. Por ejemplo, para evaluar el crecimiento de chicos de ambos sexos, se
procesan datos agrupados por edades y sexos, de peso y altura. Como estos datos pueden variar en forma sig-
nificativa con las épocas y los paises, al utilizar las tablas, es importante tener en cuenta dénde y cuando fueron
realizadas.

Para una distribucion normal, aproximadamente el 70% de la poblacion esta en el intervalo (X - 0; X + 0), el
95% en el intervalo ( X - 20; X + 20) y el 99% en el intervalo ( X - 30; X + 30).

Con estos datos, resuelvan la siguiente situacion.

La estatura media de los hombres de dos ciudades es de 1,70 m, y las desviaciones estandar son 5 cmy 7 cm,
respectivamente. Si suponemos que las alturas se distribuyen normalmente, ¢ qué porcentaje de individuos altos
hay? ¢Cudl es el rango de sus medidas? Si la ciudad tiene 200.000 habitantes, de los cuales el 30% son hom-
bres, ¢qué cantidad de hombres bajos hay? ¢Por debajo de qué altura diremos que un hombre que vive en esta
ciudad es muy bajo?

Recuerden que
El rango, es la diferencia entre el mayor valor y el menor valor.
La desviacion tipica o estandar” se calcula para un conjunto de N datos x; y media & como:
Zig|( 7 - Xi)2
o=
N

(Con N - 1 en el denominador, en lugar de N, si trabajamos con muestras de poblacion.)
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Experimentos simulados

ACTIVIDAD 1

Muchos problemas de probabilidad se pueden resolver con suficiente aproximaciéon de manera
experimental. Por ejemplo, si quisieran calcular la probabilidad de obtener tres ases, exactamente,
en 1 tirada al tirar 5 dados, podrian efectuar la experiencia 100 veces (0 mas) y contar en cuantas
de esas veces obtuvieron exactamente tres ases.

a. ¢Como calcularian con esos datos la probabilidad mencionada?

Sin embargo, la realizacion de las experiencias un gran namero de veces, a menudo es un trabajo en-
gorroso, a veces, imposible en clase. Una tabla de nimeros al azar permite ““simular’” una experiencia
para calcular la probabilidad de un suceso experimentalmente. Por ejemplo, si quieren calcular experi-
mentalmente la probabilidad anterior y tienen una tabla de nimeros al azar del 1 al 6, pueden pensar
cada nimero de la tabla como el resultado de haber arrojado un dado una vez. Cada vez que “tiren”
los dados 100 veces, el nimero de casos favorables sera distinto. Queremaos ver como se relaciona esta
forma de calcular la probabilidad con la probabilidad tedrica.

b. Les proponemos confeccionar , divididos en grupos de 4 o 5 alumnos, una tabla de 100
nameros al azar de 1 a 6; luego podran agregar la tabla que hizo cada grupo para obtener asi
una nueva tabla de, por lo menos, 500 ndameros.

Les sugerimos a continuacion algunos métodos para la obtencion de los nlimeros *.
e Colocar en una bolsa 6 bolillas numeradas del 1 al 6 y extraer las bolillas con reposicion ano-
tando los resultados.

e Tomar una guia telefénica y anotar la tltima cifra de cada nimero telefonico que aparece en una
pagina (o hacer cualquier eleccion semejante).

c. Prueben el funcionamiento de la tabla de su grupo: Usenla para simular la experiencia de obten-
er exactamente tres ases al tirar 5 dados y calcular la probabilidad experimental.

Por ejemplo, si de nuestra tabla extrajimos:

56163 11613 32613
61412 23213 65324
52141 25445 51236

Podemos pensar que la primera vez que tiramos los dados sacamos 5, 6, 1, 6 y 3, etc. En este
caso, en 9 tiradas obtuvimos “exactamente tres ases’ una sola vez. Asi que nuestra probabilidad
experimental es de 1/9.

d. Comparen su resultado con el resultado de otros grupos.

e. Promedien los resultados de varios grupos para tener un valor correspondiente a una mayor can-
tidad de repeticiones?.

f. En este caso, por ejemplo, por medio de un diagrama de &rbol pueden calcular la probabilidad
tedrica. Discutan los resultados obtenidos.

! Para facilitar el recuento de datos, es conveniente escribir los nmeros obtenidos en grupos, por ejemplo, dejando un espacio
cada 5 columnas y cada 4 filas, asi sera facil contarlos de a 20.
Se trata de buscar un método para producir los nimeros de forma tal que todos los resultados sean igualmente probables, para
poder calcular probabilidad como el cociente entre casos favorables y casos posibles.
Para los problemas con dados es conveniente hacer la segunda tabla, extrayendo de la anterior, los resultados del 1 al 6 y rea-
comodéandolos.

2 Verifiquen que cada probabilidad obtenida corresponda a la misma cantidad de casos considerados; sino, denle los pesos

respectivos a las distintas probabilidades experimentales.
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Para reflexionar

= Discutan qué relacion hay entre la probabilidad tedrica y la probabilidad experimental.

e Expliquen qué ventajas tiene usar una tabla de nimeros al azar para obtener la probabilidad experimental
y cémo influye en los resultados la cantidad de nimeros que tiene la tabla.

ACTIVIDAD 2

En un bolillero hay 10 bolillas numeradas del 0 al 9. Se extraen al azar y, con reposicion, 5 bolillas.
Se quiere calcular la probabilidad de que haya exactamente dos ndmeros iguales.

a. Simulen la experiencia usando una tabla de nimeros al azar adecuada para calcular “experi-
mentalmente” la probabilidad buscada.

b. Comparen con otros grupos los resultados que obtuvieron. Vuelvan a calcular la probabilidad,
uniendo las tablas.

c. Intenten calcular la probabilidad tedrica, para comparar con los resultados anteriores.

ACTIVIDAD 3

Una tabla de nameros al azar puede tener la cantidad de elementos distintos que precisemos (por
ejemplo, para problemas de dados conviene que haya sélo 6 resultados distintos). A veces se puede
aprovechar la tabla que tenemos, haciendo una convencion. Por ejemplo, para simular una mone-
da, se puede asignar cara a la mitad de los resultados, y ceca a la otra mitad. Usando este tipo de
adaptacion, hallen experimentalmente la respuesta a la siguiente situacion:

Si se toman en cuenta todas las familias con 5 hijos, y se elige una al azar, ¢cual esperan que sea la
probabilidad de elegir una familia con mas hijos varones que hijas mujeres? (Supongan que en cada
nacimiento es igualmente probable que nazca un varén o una mujer.)

Para investigar

Si ya resolvieron actividades sobre probabilidad contando tedricamente los casos favorables y los posibles, vuel-
van a calcular la probabilidad con las tablas que tienen y comparen resultados. Si aiin no lo hicieron, empiecen
por buscar ejercicios y resolverlos. En cualquiera de los dos casos elijan los ejercicios que se adaptan al uso de
estas tablas.
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ACTIVIDAD 1

Contando casos

Una profesora propuso en el curso el siguiente problema:

Cada equipo de voleibol de un colegio debe identificarse con un banderin de cuatro franjas hori-
zontales pintadas cada una de colores distintos. Los colores disponibles son rojo, blanco, azul y
verde. Hay 18 equipos inscriptos. ¢Se podran hacer banderines distintos para todos?

Pidi6 que cada uno lo pensara por separado y que, luego de cinco minutos, formaran grupos de a
tres para resolverlo.

Lucia lo pensé asi: “Si me fijo en el lugar donde iria el color blanco, lo puedo poner 1°, 2°, 3° 0 4°.

Tengo 4 opciones. Pero si me fijo en el verde, puedo hacer lo mismo y tengo 4 opciones méas. Con
el azul tengo otras 4 y con el rojo, 4 mas. Son 16 banderines distintos. No van a alcanzar para dis-
tinguir a los equipos.”

Cuando lo explicé en su grupo, Néstor se dio cuenta de que Lucia estaba contando menos casos,
porque cada vez que ella colocaba un color en un lugar, los otros 3 colores en los que no se fijaba
se podian cambiar entre si de 6 formas distintas. Asi que le parecia que eran 16 . 6 = 96 bander-
ines. Sobraban para distinguir los equipos. Julieta, que estaba en el grupo con ellos, dijo que para
ella Néstor contaba muchos casos, que no estaba segura si no estaba repitiendo alguno. Asi que
decidieron volver a controlar los resultados.

a. Analicen en cada respuesta, si hay afirmaciones ciertas y errGneas; traten de explicar en qué con-
sisten los errores.

b. ¢Cuantos banderines se pueden formar? Enumeren todas las combinaciones usando un diagra-
ma de arbol.

c. La profesora pidi6 que analizaran si habria mas o menos banderines que antes, en el supuesto
caso de que, por error, la franja banca de los banderines se tifiera de verde. Analicen ustedes
qué sucederia a partir del diagrama de arbol que hicieron en el punto anterior.

d. ¢Cuantos banderines distintos de 5 franjas se podrian formar, con los 4 colores mencionados,
usando dos franjas de verde?

Para reflexionar

e ;Qué es una permutacion y como se cuentan todas las permutaciones de n elementos?
e ;Cudl es la diferencia entre las permutaciones de los ejercicios anteriores?

= ;Como se pueden contar las permutaciones en las que aparecen elementos repetidos?
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ACTIVIDAD 2

a. Ahora queremos contar las permutaciones en las que aparecen elementos repetidos. Con los
nameros 1, 2, 3, 4y 5, ¢cuantos numeros de 7 cifras podemos formar en los cuales el 2 aparez-
ca tres veces?

Pista: Imaginen que hay tres nimeros 2 distintos, que identificaremos como 2 2 2. Para cada ubicacion del 1, 3, 4y 5, ¢cuan-

tas formas hay de ubicar los tres 2? ;Cuéntas veces estan contando a un mismo namero? Por ejemplo, dejando en el mismo
lugaral 1, 3, 5y 7, se pueden obtener: 1232245 y 1232245, que contamos como distintos, pero ambos son el 1232245.

b. ¢Cuéntas ubicaciones posibles de 1, 3, 4y 5 hay?

¢Cudantas palabras distintas se pueden formar con las 10 letras de PARABRISAS?

Pista: Diferencien, como antes, los elementos repetidos para contar. Después analicen cuantas veces estan contando a la
misma palabra.

c. Alberto y sus cinco amigos salen a comer todos los jueves y se sientan alrededor de una mesa
redonda. El dltimo jueves se dieron cuenta de que, probablemente por costumbre, se sentaban
siempre del mismo modo. Si de alli en adelante cada dia cambiaran de lugar, se preguntaron:
¢de cuantas maneras distintas podrian sentarse?

Tengan en cuenta que, para determinar que dos distribuciones son iguales, se debe verificar que
cada persona esté sentada entre las mismas dos. Por ejemplo, los dos graficos muestran dis-
tribuciones iguales, aunque desde el asiento marcado con * y en sentido horario, en la primera
se lee ABCDEF y en la segunda, FABCDE:

Pista: Fijen una posicién, por ejemplo, la de Alberto y ubiquen a sus amigos de todas las formas posibles; analicen qué obtuvieron.

Para investigar

En las distribuciones en las que no importa el orden (combinaciones) también pueden aparecer elementos
repetidos.

Por ejemplo: si les dicen que pueden elegir 5 caramelos de una bolsa que contiene muchos caramelos de fruti-
lla, limon y naranja, ¢qué tres elecciones distintas podrian hacer? ¢De cuantas formas distintas pueden elegirlos?
Traten de elaborar una estrategia para contar estos casos.
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ACTIVIDAD 1

Los dados y sus probabilidades

La idea de probabilidad data de muy antiguo y aparece fuertemente ligada a los juegos de azar. Un
ejemplo interesante de como los juegos de azar motivaron la teoria de la probabilidad es la correspon-
dencia que sostuvieron, a mediados del siglo XVII, Fermat y Pascal, dos grandes matematicos france-
ses. Este dialogo epistolar estuvo motivado, en parte, porque a Pascal, un jugador le habia pregunta-
do ““cémo podia ser que fuera mas ventajoso sacar por lo menos un 6 en cuatro jugadas con un sélo
dado, que sacar un doble 6 con los dos dados en 24 jugadas, a pesar de que 4 es a 6 como 24 a 36”.
Es importante aclarar que el jugador habia comprobado experimentalmente esta diferencia.

Luego de contar la anécdota anterior, una profesora propuso en el curso que calcularan ambas
probabilidades, trabajando en grupos.

En un grupo, Cecilia inmediatamente dijo que tenian que imaginarse cada dado de un color, como
siempre hacian y que para la primera probabilidad, “por lo menos un 6 era un 6, dos 6, tres 6 0
cuatro 6; y se puso a calcular cada una.

Dalila la escuchd, pero pensd que era mas facil calcular la probabilidad de no sacar ningin 6 en 4
tiradas, que era lo contrario de lo que queria, y luego restarlo de 1.

Enzo, por su parte, no estaba de acuerdo con ““pintar cada dado de un color, porque en el proble-
ma no se decia eso; ademas, para asegurar que hubiera un 1, podia pensar que un dado ya estaba
en 1: solo tenia que calcular la cantidad de casos posibles y de casos favorables para los demas dados.

a. ldentifiquen si hay afirmaciones ciertas o erréneas en cada uno de los razonamientosde los
chicos, y justifiquen. Calculen de dos formas distintas la probabilidad de obtener ““al menos un
6" en 4 tiradas.

Para la segunda parte, decidieron que la forma mas corta de calcular era la de Dalila, calculando lo
contrario de lo que querian.

Enzo dijo que, en una sola tirada, para calcular la probabilidad de sacar un doble 6 habia que dividir
1 caso favorable sobre 18 posibles, porque el primer dado podia salir del 1 al 6, y lo mismo para el
segundo dado, asi que habia 36 combinaciones; pero no importaba cual iba primero, asi que tenia
que dividir por 2. Cecilia no estaba de acuerdo, porque para ella habia que “pintar los dados™, y ver
cual salia primero, asi que eran 36 casos posibles. Enzo le dijo que, en ese caso, también tenia que
contar en orden los casos favorables, y entonces habia 2, segin el dado que saliera primero con
cada 6, y al simplificar 2/36 le daba 1/18 como a él. Dalila dijo que estaban haciendo algo mal,
porque si iban a calcular lo contrario, tenian que sacar la probabilidad de no sacar doble 6, asi que
en el primer dado podian sacar del 1 al 5, y lo mismo en el segundo, y entonces tenian 25 opciones.
Les parecié que alguno estaba del todo bien en esto, porque, ya fueran 1 0 2 opciones de sacar
doble 6, con las 25 no llegaban a completar las 36 posibles.

b. Analicen cada uno de los razonamientos descriptos; sefialen los errores que pudiera haber.

c. Calculen la probabilidad de obtener ““al menos un doble 6" en 24 tiradas (a partir de calcular la
probabilidad contraria).

Para reflexionar

= Enuncien las propiedades que usaron para calcular las probabilidades buscadas.

= Comparen las distintas maneras correctas que plantearon para calcular la primera probabilidad, e indiquen
cual seria otra forma de calcular la segunda probabilidad pedida.
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ACTIVIDAD 2

Cuentan que un célebre matematico llamado Juan Le Rond D’Alembert tuvo una no menos célebre
equivocacién. Calculé que la probabilidad de sacar por lo menos una cara al arrojar dos veces una
moneda es 2/3.

a. Expliquen por qué es incorrecta esta respuesta.
b. Calculen la probabilidad de obtener exactamente una cara al arrojar dos veces una moneda.

c. Calculen de dos formas distintas la probabilidad de obtener al menos una cara.

Para investigar

Rodrigo asistié a una reunién de amigos y cont6 cuantas personas habia presentes; después de este calculo,
dijo que era “muy probable” que alli hubiera dos personas que cumplieran afios el mismo dia; es decir, que la
probabilidad de eso era mayor que 1/2.

Inmediatamente un amigo argumenté que, para que de seguro hubiera dos personas que cumplieran afios el
mismo dia, el grupo tendria que tener 366 personas. Entonces, para que la probabilidad fuera mayor que 1/2,
seria necesario que estuvieran presentes al menos 183 personas, que es la mitad de 366.

Rodrigo le dijo que habia caido en un error muy comun, que no se sintiera mal por eso, y que mejor se con-
centrara en el problema inverso.

Al rato, el amigo le dio la razoén.
= Discutan por qué saber que la probabilidad es mayor que 1/2 le permite afirmar que “es muy probable”.

e Averigiien cual es el menor nimero de personas que podia haber en la reunién; como ayuda, les decimos
gue eran menos de 25 personas.
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