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INTRODUCCION
o

Este material esta destinado alos docentes que ensefian Matematica en las escuelas
de Nivel Medio de todo el pais.

Su contenido surge del analisis de los resultados alcanzados por los alumnos que
respondieron a la prueba de finalizacion del Nivel Medio administrada a fines de 1997.

Los temas que se trataran identifican dificultades probadas en los logros de los
alumnos e intentan aportar informacion disciplinar con el objeto de ayudar aresolverlos.

La primera de cuatro entregas sucesivas abord6 el contenido

Geometria de coordenadas

La que ahora estamos presentando desarrolla aspectos vinculados a
Vectores en el plano

Las proximas versaran sobre

Funciones linales y cuadréticas
Funciones trascendentes

La intencion es proponer un recorrido conceptual no solo por los contenidos que
se identificaron como dificultosos, sino también por aquellos que funcionan como
requisitos previos para la construccion del conocimiento sobre ellos.

Seria de nuestro agrado que la propuesta, tanto tedrica como metodolégica fuera

de utilidad para los docentes que desde su tarea cotidiana hacen lo posible por mejorar
la calidad de los aprendizajes.
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VECTORES EN EL PLANO

Segmentos orientados y vectores

Desde el punto de vista geométrico se piensa en los vectores como segmentos orientados que pueder
interpretarse como desplazamientos paralelos o translaciones del plano. Por otro lado, una vez elegido un
sistema de coordenadas cada vector se identifica con un par ordenado de nimeros (sus proyecciones sobr
cada eje) llamados componentes del vector, y las operaciones con los vectores se traducen en unas
operaciones aritméticas muy sencillas con sus componentes.

Para las aplicaciones es necesario comprender y dominar los dos aspectos del concepto.

1. Segmentos orientados y vectores

Un segment@B cuyos extremos estan dados en cierto orden sedlegmaento orientaddel punto
Aes ebrigenyB elextremodel segmento orientadd. Para representarlo geométricamente suele usarse
una flecha que indica el sentido de recorrido dédukgciaB, como se ilustra en la siguiente figura.

B

A

Imaginemos ahora un deslizamiento del plano con la propiedad de que dos puntos cualesquiera del
mismo describen segmentos paralelos de igual longitud y del mismo sentido. Tal movimiento se llama
desplazamiento paralelo traslacion

Notas. (i) En realidad s6lo importa la posicion inicial y la posicion final de cada punto. En términos
formales, una traslacion es una aplicacion especial del plano en si mismo; (i) la nocién de paralelismo se toma
con amplitud: dos rectas coincidentes se consideran paralelas; (iii) una definicién de la 'igualdad de sentido'
se da al final del parrafo 4.

La traslacién que lleva el punfchasteB es la misma que llev@ahastaD (ver figura), siempre que
el segmento orientad@D sea paraleloABY tenga la misma longitud y el mismo sentido, en cuyo caso se
dice que soerquivalentesy se escribeAB LICD. B

C.

Se comprende que para indicar una traslacién basta sefialar un punto cualquiera del plano y el punto
al que es transportado por ella, lo que equivale a sefialar un segmento orientado.
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Ahora podemos definir lo que se entiende por "vector".
Se llamavector AB a la traslacion que llevahastaB.
El vector AB se denota por el simbolo AB.
—_ - , .
De acuerdo con lo expresad® = CD si y s6lo siAB L1CD.
Nota. "Vector" significa en latin "el que transporta, arrastra o conduce" lo que se aviene muy bien con el concepto.

Notemos que cualquier punto del plano puede elegirse como origen de un segmento orientado
equivalente a otro segmento dado.

Suma y diferencia de vectores

Supongamos ahora que se realizan dos traslaciones en forma sucesiva: la traslaciomduastieva
B, seguida de la que lle#ahastaC. El resultado final (composicién) de ambos movimientos equivale a
una traslacion Unica que lleahastaC.

La demostracion se basa en el hecho de que un cuadrilatero con un par de lados opuestos paralelos y
de igual longitud es un paralelogramo. En efecto, refiriéndonos a la figura,

o
o
o
o
o
o

supongamos quédB [1PQ y BC QR Entonces la primera traslacion lléva Q; la segunda
Q aR, y por consiguiente la composicién de ambas IRadR. Debemos probar quéR 1 AC.

Puesto que los cuadrilaterdsPQB y CRQB son paralelogramos, también loARBRC Luego
AC [OPRYy con ello hemos probado que la composicion de dos traslaciones es una traslacion.

Para expresar que la traslaciéi seguida deBC equivale aAC usaremos la relacion
AB+ BC=AC

gue en algunos textos se conoce cagrlacion de Mdébius-Chaslespombre que adoptaremos
principalmente por comodidad de referencia.
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La relaciéon de Mobius-Chasles equivale ar&gla del paralelogrambque se usa en Fisica para
sumar magnitudes vectoriales. En efecdgBjCyD son vértices de un paralelogramo como el que muestra
la figura,

D C

entonces ATC = ATB + BHC = ATB + KD.

A esta altura surge la conveniencia de una notacion mas concisa para los vectores. Con ese fin vamos
a usar los simbolos X, Y, Z, U, V, W, etc.

Dos aplicaciones muy sencillas de la relacion de Mobius-Chasles permiten afirmar las leyes
conmutativa y asociativa para la suma de vectores:

X+Y=Y+X
X+(Y+2)=(X+Y)+Z

Para la demostracion usaremos como guia los siguientes diagramas:

D » C

En efecto, en la figura de la izquierda observamos que
AB+ BC = AC = AD + DC = BC + AB.
Y enladela derechaATD + (DQC + 68) = AD+DB = KB;
pero por otro Iado,(ATD + DHC) + 68 = ATC + 68 = ATB, igual que antes.

Cualquiera que sea el puripel vectorPP representa laaslacion nulaque deja a cada punto en
el mismo lugar en que se encuentra. Nos referimos a ella como el vector cero o vector nulo y la indicamos
simplemente por 0.
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De manera que si X es el vectdB, la relacion de Mobius-Chasles nos da

X +0=AB+ BB= AB=X

Si X = AB, el vector BA se llama opuesto de X y se denota por -X . La misma relacion de Mobius-
Chasles nos da

X +(-X) = AB+ BA= AA=0.

vectores
opuestos -X

Vamos, por ultimo, a analizar el concepto de diferencia entre vectores, cuya interpretacion geométrica
tiene mucha importancia en las aplicaciones.
Dados X e Y, hay un Unico vector V tal que
X+V =Y
Para comprenderlo basta sumaX a ambos miembros, con lo que resulta

V=Y + (-X)

El vector V se llamdiferenciaentre los vectores Y y X y se indica por el simbdle X.
Veamos la interpretacion geométrica.

Tomando un punté del plano, podemos encontrar otros dos puBtog C, tales que
X =AB e Y = AC,

como se muestra en la siguiente figura.

A

En ella podemos apreciar que la diferentia X esta representada por el segmento orier@&o
La demostracién es otra consecuencia de la relacién de Mdbius-Chasles.
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Producto de un vector por un numero real

e

Para definir el producto de un vector X por un nimerdrealpongamos primero quiees positivo

y que X= AB, como se exhibe en la figura. P

Sobre la semirrecta de origaigue contiend elegimos un puntB tal que la longitud del segmem®

seaigual al producto dgor lalongitud d&B. Ental condicién definimos el productoX como el vectoAP.

En primer lugar la definicidn es correcta: el vector asi definido es independiente del segmento orientado
que se elija para representar al vector X

Cuandd esnegativo;- A es positivo, y en tal caso definimos como el vector opuesto deA) X.
Es decir,AX = —(-A)X. Finalmente, pondremos 0X = 0 (notemos que en esta igualdad el simbolo 0
representa en cada miembro un objeto diferente).

A continuaciéon enumeramos las leyes gue rigen a esta operacion, que junto con las leyes del parrafo
anterior sirven de base a la nocién de espacio vectorial abstracto.

1) IX =X

2)  A(uX)=(AmX

3 AX+Y)=AX+AY
4) A+ X =AX+uxX

Proyeccion sobre un eje

Consideremos un eje coordenado, es decir, unageatéa que se ha elegido una escala numérica.

Dado un vectoiX = AB, supongamos que los pies de las perpendiculares desde los extremos del
segmento al eje tienen abscisasy b.
Elnimerob—a que sélo depende del vector y del eje, se llama proyeccion de Xespbesindica
por medio del simbolgr, X.
B
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En primer lugar conviene observar qpe, (—X) = —pr.(X).
La utilidad de la proyeccién se basa principalmente en las siguientes propiedades:

pro(X +Y) =pr. X +pr.Y, pro(AX) = A pr.X

La primera afirma quéa proyeccion de una suma es la suma de las proyeccignes una
consecuencia inmediata de la definicion.
ParaA > 0 la segunda es una consecuencia del teorema de Thalesp@reonviene razonar asi:

Proe(AX) = pro[-(-A)X] = —pr[(-A)X] = = (=A) prX = AprX.

El otro hecho importante es que podemos identificar cualquier vector por sus proyecciones sobre dos
ejes coordenados no paralelos como se exhibe en la siguiente figura, donde hemos elegido un sistema de
coordenadas ortogonales.

a b,

Las proyecciones del vectoX = AB sobre cada uno de estos ejes son los nUmeros
prX =b, —a;, prRLX=b,-a,,

llamadoscomponenteslel vector en el sistema elegido.

Es claro que para definir un vector basta dar sus componentes, por lo que es legitimo escribir

X =, —a, b, —a,),

siempre que tengamos presente que, por lo general, al cambiar el sistema de coordenadas varian los
componentes del vector.

El numero\/ (b, —a,)% + (b, —a,)? , que representa la longitud del segméBgse llamaorma
omodulode X vy se indica pot| X ||. Es decir,

IX [1= (b, - 8)2 + (b, - ,)?

De acuerdo con lo dicho, una vez elegido un sistema de coordenadas expresaremos cada vector del
plano mediante un par ordenado de nimeros reales -sus proyecciones o componentes en el sistema elegi-
do-, en la siguiente forma:

X = (X1, %p), Y =(y1, Y2), U =(ug,u,), V =(v,v,), etc

]6 Recomendaciones metodolégicas parala ensefianza



Entonces es claro que la afirmacigh=Y equivale a las relaciones
X1 = Y1 X2 = Yo
y que las operaciones vectoriales se describen aritméticamente de manera muy simple:
X+Y =Xty X +Y,)  AX=(A%,AX,)
=X =%, %) Y =X =Y =X, Yo —Xp)

en tanto que la norma de X se calcula por medio de la férmula
— [y2 2
X=X +%5 -

El sentido del sentido

Dos segmentos orientadaB y CD tienenel mismo sentid@i sus proyecciones sobre cualquier eje
coordenado tienen el mismo signo, lo que equivale a decir que son paralelos y la recta quépyasa por
deja aBy D en un mismo semiplano. Mejor seria decir "cualquier rectAp& " para abarcar el caso
en que estos puntos coinciden.

Paralelismo; independencialineal; bases

Dos vectores se llamararalelossi pueden representarse por segmentos paralelos. Asi, los vectores
que corresponden a los segmentos orientABgsCD de la figura siguiente son paralelos.

B
C

Se comprende entonces que los vectores X e Y son paralelos si existe algur riahgey’ = A X
obien X=AY .
Una forma mas simétrica de expresar el mismo hecho es decir que edieenod y m al menos
uno distinto de cerdales que
AX+uY =0 (A£200 uz0)

Y en tal caso se dice que los vectoreslis@almente dependientes
En efecto, silos numerby my los vectores X e Y satisfacen la Gltimaigualdad y por ejenppio ),
entoncesuY =-A X , de donde A
Y =(—-—)X
u
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lo que muestra que los vectores son paralelos. Reciprocamente, si los vectores son paralelos e
Y =AX, entonces AX +(-1)Y =0.

Por el contrario, diremos que los vectores X e Ylswalmente independientesi una relacion
de la forma
AX+uY =0

s6lo es posiblest =0 y u=0.

Supongamos ahoraqué = 0. EntonceslX +0Y =0 ylosvectores son linealmente dependientes.
Por tantosi dos vectores son linealmente independientes ninguno de ellos puede ser nulo.

Siendo X e Y vectores linealmente independientes, a partir de un@agaesideremos dos segmentos
orientadoDA Yy OB como muestra la figura, tales que

X=OA e Y =OB

A

¥

Para cualquier vector Z podemos elegir un p@al queZ = OC, y por el puntdC hacer pasar
rectas paralelas a los segmentos, cuyas intersecciones con las rectas que contienen a éstos hemos llamado
Py Q, de manera que para ciertos nUmergsmn se tendra

OP=AX y OQ=puY .
Entonces
Z=0C=OP+PC =0OP+0Q =AX+puY -
Por tanto, para cualquier vectbexisten nimerok y m tales que
1) Z=AX+uY.
Los nimero$ y mque permiten expresar Z en la forma (1) son Unicos, pues si existieran otros dos,
A"y U tales que

Z=A'X+u'Y,

restando miembro a miembro tendriar(A — A" )X +(u —u')Y =0.

Puesto que X e Y son linealmente independientes, ambos paréntesis deberian anularse, de donde
A=A"y u=u', loque prueba la unicidad de la representacion (1).

Hemos probado qusl X e Y son linealmente independientes, entonces cada vegt@uede
expresarse de manera Unica en la forn{).

]8 Recomendaciones metodolégicas parala ensefianza



Para expresar este hecho decimos gue los vectores X e Y forman una base de vectores del plano.

Unavez elegidos el punfdy los vectores X e Y linealmente independientes, los nlimgropueden
tomarse como coordenadas del pufitouya posicion determinan. Por ese motivo la te@aX(Y) se
denominasistema de coordenadasel puntoO origen del sistema. Las rectas que contienen a los
segmento®A Yy OB son losejes de coordenadaginalmente, cuando los ejes son perpendiculares el
sistema se denomimatogonal

Terminamos el presente parrafo con dos enunciados clasicos que sirven para ilustrar la nocién de
independencia lineal en el plano.

Problemal: Probar que las diagonales de un paralelogramo se cortan mutuamente en segmentos
de igual longitud.

C D

A B

Consideremos un paralelogramBDC como el de la figura y pongamos
X=AB, Y=AC.
Para encontrar la interseccion de las diagonales buscamos dos rilgnertages que
A AD = AB + uBC.
Es decir,
AX+Y)=X+u(Y —-X)
o lo que es equivalente,
A=-1+u)X + (A -u)Y =0.
Puesto que X e Y son linealmente independientes ambos paréntesis deben ser nulos:
A+u-1=0, A-u=0,
de donde resulta

1
A=u ==,
H 2

Problema2 Probarque las medianas de untridngulo se cortan en un punto situado en los dos tercios
de cada una de ellas a partir del vértice correspondiente.
En el triangulcABC, searM y N los puntos medios de los ladaBy AC.

Pongamos
C

X =AB Y =AC.
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- 1 - 1
L AM ==X, AN==Y.
uego > >

Para hallar el punto de interseccién de las medianas debemos encontrar dos/nyimeabss que
AB+ABN=AC+ uCM; esdecir,

AB+ A (AN - AB) = AC + L (AM — AC),

osea, X +A B}Y—XH:YHJB}X—YB
2 O 2 O
Pasando todos los términos a un mismo miembro y asociando adecuadamente,

Hoa-HE + B 14 b =0
o " 20 m 0

Laindependencialineal de los vectores X e Y hace necesario que ambos paréntesis sean iguales a cero,
de donde resulta un sistema de dos ecuaciones lineales con las incbgyifascuya solucién es
2
A= ==,
3

Puesto que la mediana correspondiente al véktseecorta con las anteriores en la misma forma, se
sigue que también ella pasa por el punto calculado.

Angulo entre vectores; producto escalar

Dados dos vectores X e Y, a partir de cualquier pAipimdemos construir segmentos orientasiBs
y AC con origemA, tales que

X=AB e Y =AC,

como muestra la figura.

Llamandog al &ngulo que forman dichos segmentagr@iucto escalade los vectores X e Y es,
por definicién, el nUmero

XOY = [[X[[1]'Y || cos®

Z) Recomendaciones metodolégicas parala ensefianza



Es decirnorma deX por norma de¥ por el coseno del angulo comprendido entre ambos segmentos
Ladefinicion es correcta porque el angyks independiente de los puntos que se elijan parala construccién
anterior (angulos de lados paralelos del mismo sentido son congruentes). Portal razon es legitimo referirse

ag como &l angulo entre los dos vectores
angulo entre los vectoreX e Y = (.

El angulo entre los vectores puede ser obtuso, como muestra la figura, pero se define de modo que en
cualquier caso verifique< 0 < 1.

X

En el triangulo de la primera figura las longitudes de los lados son
XA Yy X =Y,

de modo que aplicando el teorema del coseno podemos afirmar que

1) X =Y [P=[IXIP+ Y|P = 2[IX]|]]Y ||cosp.

Supongamos ahora que tenemos expresados |os vectores por sus componentes en un sistema de
coordenadas ortogonales en la forma que hemos visto en el parrafo anterior:

X=X, %), Y =(Y1, ¥2),
y por consiguiente, X =Y = (X, = Y;, X, = ¥5)-
Reemplazando estos valores en la igualdad (1) obtenemos
(X = Y1)2 + (X = ¥5)2 = X7 + x5 +yf +y5 -2 X LY.

Desarrollando los cuadrados del miembroizquierdo y cancelando los términos que aparecen en ambos
miembros, resulta la igualdad

de donde se obtiene la férmula del producto escalar en cualquier sistema de coordenadas ortogonales:
(2) XD =X Y+ %Y,

En particular,
XX =x+x5 =||X |

dedonde

IX||=y X X

Vectores en el planoy en el espacio



La férmula (2) permite probar con facilidad las propiedades basicas del producto escalar:
XI¥ =Y X
AXTUY = (A u) X LY,
XQY +2)= XI¥ + X[Z,
XX =0 siysolosi X =0.
Veamos, por ejemplo, la demostracion de la tercelz::s(zl, zz), entonces
X(Y+2)=x(Y1+2) + X (Y2 +2Z5) =Xy + XY, + X2 + X2, =X TV + X[Z.

El producto escalar permite calcular el angulo entre dos vectores no nulos. En efecto,

Xy — _ X1 Y1 ¥ X5

) = B
IXTIY T [x2 +x2[y2 +y2

y valor del coseno determina el gésiempre en radianes) en el intervalgdp,

En particular, para que los vectores sean perpendiculares debené®er 0; o sea X [Y =0, de
donde la siguiente definiciédiremos que los vectoreéeY son ortogonales si el producto escalar de
ambos es cero.

Conviene destacar que segun la definicion adoptada el vector nulo es ortogonal a cualquier otro.

El producto escalar tiene su aplicacién mas tradicional en la Mecénica, donde el trabajo de unafuerza
constanteF a lo largo de un camino rectilind® se define como el producto escafar AB.

Por otra parte, hay ramos importantes de la Matematica, aparte la Geometria, en los que la nocion de
producto escalar proporciona un punto de vista geométrico para orientarse hacia la solucién de muchos
problemas.

F

A

Problema 3: Probar las relaciones

D IX+YIE=IX P+ Y P +2X DY

2 IX=YIF=IXIP+ Y IF -2X DY

3)  (X+Y)IX-Y)=[IXIP =Y |P

4 IXHY P+ IX =Y P =2)IX P +2]Y P

La ultima, llamaddey del paralelogramgexpresa el hecho de que en un paralelogramo la suma de
los cuadrados de las diagonales es igual a la suma de los cuadrados de sus lados.
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Bases ortonormales

Dos vectores del planq f£E,mutuamente perpendiculares y de norma 1 formabasgortonormal.

Tomando dos segmentos orientados que representen a dichos vectores a partir de un orig&n comdn
obtendremos un sistema de coordenadas ortogonales como muestra la siguiente figura. Los ejes del sisteme
son las rectas que contienen a los segmentos.

E,l 6

2
19
>
E,
Las condiciones para que ¥E, formen una base ortonormal son, pues, las siguientes:
E.lE, =0, [[E1[I=1 |IE;[[=1.
Consideremos ahora una vector X que forma con los vectores de la base sendogang@lns
Entoncestendremos
X =xE; +XE,,
X = (%E; +XE) [y =% E [, + %, B [E; =%
y por otro lado

XTE, =|[X[lIE, [[cost, =|| X ||coshy,

lo que demuestra que el nimexpes la proyeccion ortogonal de X sobre el eje d&'Een forma
analoga se demuestra guges la proyeccion de X sobre el eje ddfe manera que expresando los vectores
por sus componentes en el sistema considerado podemaos escribir
X = (%4 Xp).

En particular, los vectores de la base se expresan asi:

E,=(1,0)y E,=(0,1.
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Ejemplos y aplicaciones.

Los siguientes ejemplos, que pueden darse a los alumnos en forma de problemas, tienen por objeto
ilustrar la nocion de producto escalar con algunas aplicaciones sencillas.

1. Probar que todos los angulos inscriptos en una semicircunferencia son rectos.

A

SeaPQun didmetro de una circunferencia con ce@tr®ebemos probar queAies un punto de la
misma, los segmentédd? y AQ son perpendiculares.

En efecto, puesto queO_'Q = —C;P,
APTAQ = (AO + OP) [{AO + 0Q) = (AO + OP) [{AO - OP)

=||AOJIF* - lIOP|F=0.

2. Como segundo ejemplo vamos a introducir el concepto de potencia de un punto con respecto auna
circunferencia.
Consideremos una circunferencia de ce@tyaadior como muestra la siguiente figura. Siendo
P un punto del plano, supongamos que unarecta cualquiera que pasartsoa la circunferencia
en los punto#\ y B.

C

Nos proponemos demostrar que el producto
(1) PALPB

depende solo de y de la circunferencia.
LlamandoC al punto diametralmente opuestoAjéendremos:

PACPB = PAL{PB + BC) = PAIPC = (PO + OA) [{PO + OC).
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De modo que llamandita la distancia de al centrdD, el Gltimo miembro de las igualdades anteriores
puede evaluarse asi:

(PO +OA) [{PO-0A) =||PO|P - ||OA|? =d? -r?,
lo que demuestra que el producto (1) depende de la distariz& dentro de la circunferencia y el
radio de la misma, pero no de la recta que pasR.pé&ste valor constante se llapatencia de P con
respecto a la circunferencia.
La potencia d® es positiva 9P es un punto exterior; negativa si €s un punto interior y nBlasia
sobre la circunferencia.
3. Laidentidad de Eulerfirma que sA, B, Cy M son cuatro puntos cualesquiera, entonces
MA[BC + MB L[CA+ MC LAB =0.
Notemos el orden ciclico de los punfgB y C. Para probarla basta escribir
BC=MC-MB, CA=MA-MC, AB=MB-MA

y aplicar la propiedad distributiva del producto escalar.

En un triangul®ABCseaM el punto donde se cortan las alturas correspondientes a los \&xtiBes

A

Aplicando laidentidad de Euler a estos cuatro puntos y teniendo en cuenta que en este caso particular
MA[BC =0, MB [CA=0,
resulta también
MC [AB =0.

Es decir, la recta que pasa by C es la altura que corresponde al vér€ice
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El concepto de vector en el espacio soélo difiere del que hemos estudiado en lo que respecta a la
dimensién, que se refleja en el nUmero de componentes y desempefia un papel secundario en muchos
aspectos. De todos modos conviene hacer un resumen de las nociones basicas.

Se llamadesplazamiento paralelotmaslaciéna un movimiento de todo el espacio con la propiedad
de que dos puntos cualesquiera describen segmentos paralelos de igual longitud y del mismo sentido.

Hay que recordar que dos rectas del espacio son paralelas si estan contenidas en un mismo plano y no tienen ningiin punto
comun, o bien son idénticas. Segmentos contenidos en rectas paralelas se llaman paralelos.

Para indicar una traslacion basta sefialar un punto cualquieray la posicién que ocupa una vez trasladado.

La traslacién que lleva el puntaal puntoB se llamavector ABy se designa por medio del simb@\3.

La condicidn para que dos segmentos orientados definan (o representen) al mismo vector es que sean
paralelos y tengan la misma longitud y el mismo sentido.
El vector se indica graficamente por medio de una flecha, como muestra la siguiente figura.

B

El siguiente paso es definirdamposicion (o sumaje traslaciones.
Sienforma sucesiva se realizan dos traslaciones: latraslacion quediBsaguida de la traslacion
gue llevaB a C, el resultado sera la traslacion que llevaa C, como ilustra la siguiente figura.

C

Igual que en el plano, simbolizamos este hecho mediartkatadn de Mébius-Chasles
AB+ BC=AC.
Esta relacion (equivalente arkgla del paralelogrampnos permite definir la suma de vectores: si

X =ABeY =BC, el vector AC se llama suma de los vectores X e Y y se designaXperY .
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Para probar que la composicién de dos traslaciones es una traslacion sélo se requieren las propiedades elementales del
paralelogramo y el caracter transitivo del paralelismo de rectas en el espacio. Por lo demas la demostracion es idéntica a la
gue hemos visto en el caso del plano.

Las definiciones de vector nulo, vector opuesto, diferencia de vectores y producto de un vector por un
escalar, asi como las propiedades de estas operaciones son idénticas a las ya estudiadas en el caso del plar
Pero para los alumnos puede ser Util un repaso de todas estas nociones con la ayuda de abundantes dibujc
referidos al espacio que ayudan a desarrollar la tan necesaria "intuicion espacial".

Bases de vectores en el espacio.

Tres vectores U, Vy W que puedan representarse por segmentos concurrentes tales que ninguno de
ellos se encuentre contenido en el plano que determinan los otros dos, forinasedeasectores en el
espacio.

w

e

La propiedad fundamental de una base es la posibilidad de representar cualquier vector X como
combinacion linealde los vectores de la base; es decir, en la forma

X=AU+uVv+vWw,
donde los numerds my n, llamadosomponenteslel vector en la base dada, son Unicos.

La explicacion de esta unicidad reside en el concepto de independencia lineal: los vectores U, Vy W
sonlinealmente independientedo que significa que una igualdad de la forma

(1) AU+uV+YW =0
solo es posiblesiA =0, uy=0 y v=0.

La demostracion es por reduccion al absurdo. Si fuera, por ejemgl®, entonces podriamos
despejar W de la manera siguiente:

w=-2
v

u-Hv,
v
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de donde se deduciria que el segmento que representa a W estaria en el plano determinado por los
segmentos que representana Uy V, en contra de lo que habiamos supuesto. £illeg@nalogamente
se prueba que, necesariameites 0 'y A =0.

Supongamos ahora que algun vector X admite dos representaciones como combinacion lineal de los
vectores U, Vy W:

X=AU +uV+vW=A"U+u'V+v' W.
Pasando todos los términos al primer miembro y asociando adecuadamente, resulta
A =AW+ (- )V+( -v)W =0;

pero para que esta igualdad se cumpla deben anularse los tres paréntesis.
EsdecirrA=A', u=u', v=v' loque prueba la unicidad de la expresion (1).

Coordendas ortogonales y producto escalar.

Consideremos tres ejes coordenados mutuamente perpendiculares, en los que por comodidad se ha
elegido la misma unidad de longitud, haciendo coincidir los ceros de las tres escalas numéricas en un punto
O gque llamamosrigen de coordenadas.

A
az|

P

Los planos perpendiculares a los ejes que pasan por unfoottan a los ejes en ciertos puntos
cuyas abscisasgy, a», ag llamadascoordenadas de Adeterminan la posicion del punto.

Suponiendo queX = AB, designemos las coordenadas Aepor @, 8o, a3 y las de B por
by, by, bs. Entonces los nimeros:

X =b -a, X,=b,—a,, X;=b;—a;, llamados proyecciones del segmehiB)

gue son los mismos para todos los segmentos orientados que representan al vector X, se llaman
componenteslel vector.

El hecho de que todos segmentos orientados que definen el mismo vector tengan las mismas proyecciones sobre cada eje
se demuestra facilmente con algunos rudimentos de geometria del espacio. Reciprocamente, dos segmentos orientados con las
mismas proyecciones definen el mismo vector.
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Una vez elegido el sistema de coordenadas cada vector se identifica por sus componentes, por lo que
resulta natural escribX = (X, X5, X3).

. [V2 o y2 o 2 .
El nUmeroy X + X5 + X3, que representa la longitud del segmeXipse llamarorma deX y se

designa pof| X ||. Es decir,
IX M=%+ x5+ x5

Las operaciones vectoriales se expresan de manera muy natural en términos de componentes:
siY =(Y;, Yo, Y3), entonces

X+Y =00+, X+ Yo, X3 +Y3),  AX=(AX, A X%, AXg).
=X = (X, =X, 7 Xg), X =Y =XA(2Y) = (X~ Y1 X = Yo, X3~ Ya)-

Una importancia especial tiene la interpretacion geomeétrica de la diferencia:

Y

X
El producto escalar se define del mismo modo que en el plano:
XY =[[ XY ||cost,

dondegq es el angulo de los vectores, es decir, el que forman los segmentos orientados que los
representan a partir de un mismo origen.

Entonces el teorema del coseno nos da la relacién
2_ 2 2
X =Y ["=[| X" +]]Y [I* =2 X I,

de donde, expresando las normas en funcion de los componentes, se obtiene la formula del producto
escalar en cualquier sistema de coordenadas ortogonales:

XY =Xy + XY, + X33

Las propiedades basicas del producto escalar son las siguientes:

(1) XX =||X|P (2 XY =Y X
(3) AX)DY =A (X LY) @) XQY+2)=X0Y +X[Z
G) IAX]=[AHIX]
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Ejercicio. Probar queX [{Y —Z) = X [¥ - X [Z.

El productoX [X se designa frecuentemente p()?. Asi, por ejemplo, suele escribirse
(X+Y)X-Y)=X2-Y?2

Dos vectores X eY se llamantogonales(o perpendiculares) 3 [¥ = 0.

Los vectores
E;=(10,0), E,=(0,400 y E3=(0,0,1)

forman lo que se llama ubase ortonormallo que significa que son ortogonales y tienen norma 1,
segun se resume en el cuadro siguiente:

M siiz]|,

Ei Ej = .. J
Sl 1 =].

Finalmente, cada vector X admite una Unica representacion de la forma

La Unica eleccion posible ed; = X, Ay =Xp, A3 =Xs.

Orientacion. f|"-'._

El concepto matematico de orientacién no es trivial, pero resulta (til e interesante por estar relacionado
con algunos fendbmenos llamativos. El desafio didactico consiste en hacer comprender la importancia del
temay la conveniencia de admitir sin demostracion algunos enunciados aceptables desde un punto de vista
intuitivo.

Comenzaremos por enumerar algunos hechos:

La imagen en el espejo de una mano izquierda es una mano derecha.

Algunos carteles suelen pintarse al revés en el frente de ambulancias y patrulleros policiales
para que puedan leerse comodamente en los espejos retrovisores de los otros vehiculos.

Al dar vuelta un guante de la mano derecha resulta un guante de la mano izquierda.

Supongamos que en un plano se ha elegido como positivo el sentido de rotacién "antihorario",
como suele hacerse. Al mirar el plano desde el semiespacio opuesto el sentido de rotaciéon
positivo sera "horario".

Sobre una hoja de papel trazamos una circunferencia con una flecha que indique el sentido
positivo ("antihorario") de rotacién como muestra el siguiente dibujo:
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Observe que al colocar esta figura frente a un espejo el sentido positivo se transforma en "horario" en
el plano de la imagen.

La conclusién gue se extrae de estas experiencias es que las denominaciones "horario" y "antihorario"
son puramente convencionales; y que el inico recurso l6gicamente aceptable consiste en elegir arbitraria-
mente un sentido de rotacién y declararlo positivo, sefialando como negativo el sentido opuesto.

Hay substancias con propiedades diferentes a pesar de tener la misma composicion quimica,
como es el caso de los isdmeros Opticos del acido lactico, cuyas estructuras moleculares se
describen por medio de los siguientes esquemas:

COOH COOH

OH HO

CH, CHa

En el centro de cada tetraedro se ubica un atomo de carbono.

¢Enqué difieren esas dos moléculas? Notemos que cada una de ellas parece laimagen especular de |;
otra 'y que no hay manera de superponerlas sin "abrir" uno de los tetraedros y "darlo vuelta" como si fuera
un guante.

Para determinar el sentido de la fuerza que actlia sobre una carga eléctrica que se mueve en un
campo magnético suele usarse en textos de Fisica la "regla de la mano derecha".

Los fendbmenos mencionados se vinculan con una propiedad sutil que poseen la recta, el plano y el
espacio y se conoce con el nombredentabilidad

En adelante supondremos que los vectores de cualquier base se dan en cierto orden, formando una

base ordenada
La figura siguiente muestra dos bases ordenadas de distinta naturaleza. En una de ellas los vectores

E., E YE, pueden adaptarse alos dedos pulgar, indice y mayor de lamano derecha, respectivamente, por
lo que se dice que es ueana derecha

Es
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En la otra ocurre algo analogo, pero con los dedos correspondientes de la mano izquierda, por lo que
decimos que es umerna izquierda

Las clases formadas por las ternas derechas y las ternas izquierdas representan los dos sentidos
opuestos en que puede orientarse el espacio, del mismo modo que en cadarecta hay dos sentidos de recorrido
y en cada plano dos sentidos de rotacion.

La condicidn para que dos bases ortonormales puedan superponerse por un movimiento continuo
de modo que cada vector de una de ellas coincida con el vector correspondiente de la otra es que sean
de la misma clase.

El concepto de orientacién puede aplicarse a bases ordenadas generales, como las descriptas al final
del paragrafo anterior:

Vv

Las bases del espacio se dividen en dos clases, cada una de las cuales define una orientacion (o sentido
de rotacion) en el espacio. Asi, {U,V,W} es una base derecha si se supone que Uy V se encuentran en el
plano de la hoja, mientras W se dirige hacia la vista del lector. En tal caso {V,U,W} es una base izquierda.

Al estudiar las propiedades del producto vectorial, en la siguiente seccién, daremos un criterio
algebraico para decidir si dos bases cualesquiera son o no de la misma clase, es decir si definen la misma
o distinta orientacion del espacio.

Para elegir la orientacién positiva basta atribuir ese signo a una base ordenada. Las que tengan
la orientacion opuesta seran negativas.

Asi, las bases {U, V, W}, {V, W, U}y {W, U, V} tienen la misma orientacién. Notemos la
preservacion del orden ciclico:

U

En cambio las bases {V, U, W}, {U, W, V}y {W, V, U} tienen la orientacién opuesta: si las tres
primeras son positivas, las Gltimas son negativas y viceversa.
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Producto vectorial y producto mixto. ‘}f.

Comenzaremos por elegir un sistema de coordenadas ortogonales con origen enycpmnuce
ha descripto en el parrafo 11. Los vectores, identificados por sus componentes en dicho sistema, seran
representados por segmentos orientados con origen en urApunto

X = AB= (X, X5, X3), Y = AC = (Y1, Y2, Y3) , etc.
Adoptamos como orientacion positiva la de la terna ortonormaEFE, }
E, =(10,0), E,=(0,10), E,=(0,01).
0 HSupongamos primero que X e Y son distintos de cero y forman un gnguéoverifica las relaciones
<O<TL

En tales condicione®| producto vectorial X xY se define como el vectoP = AP con las
siguientes propiedades:

1) P esortogonal alos vectores X e Y; esde@i X =0, PLY =0;
2) NIPN=1IXTY |Iserd;
3) Laterna X, Y, P tiene orientaciéon positiva.

En el siguiente diagrama hemos representado el producto vectorial suponiendo que la orientacion
positiva del espacio es "derecha".

Pa
P
Y C
X
P’ B
v

La norma de P es el area del paralelogramo que tiene por lados a los segBg#tQGs que suele
llamarseparalelogramo generadpor los vectores X e Y.

Sila orientacion del espacio fuera "izquierda" el producto vectorial seria el vector dpuestd-.

Para completar la definicion convendremos en que el producto vectorial es nulo silo es alguno de los
vectores, o bien si el angujptoma alguno de los valores extremosf o

De la definicion se deducen facilmente las siguientes propiedades:

(1) XxY ==Y xX
(2) (=X)xY =—=(XxY)
B) AX)XY =A(X%XY)=Xx%x(AY)
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La tercera es inmediata en el cado> 0; paral negativo se reduce facilmente al caso anterior con
ayuda de la propiedad (2).

Las siguientes formulas se obtienen también facilmente a partir de la definicion:

E1XE2=E3=_E2XE1
) 2 XE3 = =-E3XE,
BE3><E1=E2=—E1><E3

Ejercicio. Probar queX x X = 0. En particular, E; xE; =0 (i =1, 2, 3).
El producto vectorial es distributivo, es decir, que goza de la siguiente propiedad:
(5) Xx(Y+2Z)=XXY + XxZ;

pero la demostracion de esta formula se dara después de haber interpretado el producto mixto, que
definimos a continuacion.

Definicién El nimero (X xY)[Z se llama 'producto mixto' de los vector¥sY yZ .

En primer lugar notemos que el paréntesis puede omitirse, escribiendo simplXmxenteZ . En
efecto, la interpretacioX x (Y [Z) seria inconsistente con la definicion de producto vectorial, en vista
de queY [Z es un nimero y el producto vectorial se aplica solamente a pares de vectores.

Comencemos por interpretar geométricamente el producto mixto.

Probaremos primero que si los vectores son linealmente independientes y la terna X, Y, Z tiene
orientacion positiva, el producto mixto representa el volumen del paralelepiped@ndrado por los tres
vectores, que hemos representado en la siguiente figura:

PoniendoP = X xY y llamandag al &ngulo comprendido entre los vectores Py Z, si tenemos en
cuentaquey <m/2 y ||Z||cosy es laaltura dev, tendremos:

XxY[Z=PLZ=||P||||Z]||cosy = area de la base altura dew,
gue es precisamente el volumende
Silaterna X, Y, Z tiene orientacién negativa, entonces

XxY [Z=-(Y xX) [Z = - volumen dew.
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Resumiendo:

0 volumendew
XxXY[Z=[
J— volumendew

segun que laterna X,Y,Z tenga orientacidn positiva 0 negativa.

Unaconsecuencia de esta interpretacidbn geométrica es que el producto mixto es cero solo silos vectores
X, Y, Z sonlinealmente dependientéss decir, que pueden representarse por segmentos coplanares).

La interpretacion geométrica del producto mixto nos conduce al siguiente corolario:

Corolario. X XY [Z = ZxXLY = Y XxZ[X (notemos la preservacion del orden ciclico entre
los tres vectores).

Para probar la distributividad del producto vectorial nos basaremos en la propiedad distributiva del
producto escalar y en una afirmacion muy sencilla:
Un vector X que verifique

X [W =0 para cualquier vector W

debe ser nulo. En efecto, eligientd = X tendremos X [X = 0 de donde se sigue quée=0.
Veamos ahora la demostracién de la propiedad distributiva:

Debemos probar queX X (Y +Z) — X XY — X xZ es el vector nulo. Para ello calcularemos su
producto escalar con un vector arbitrario W:

[XX(Y +Z) =X XY =XxZ]IW=Xx(Y +Z)[W — XxY W - XxZW.

Permutando los factores de cada producto mixto sin alterar el orden ciclico, podemos escribir el
segundo miembro de esta igualdad en la forma

WxXIY+Z)-WxXLY -WxXI[Z;
o bien, extrayendo el factor comiyy x X ,

WxXQY+Z-Y-2)=WxX[D=0,
lo gue demuestra la distributividad del producto vectorial.

Vamos a obtener los componentes del producto vectorial en el sistema de coordenadas que estamos
utilizando. Supongamos que

X = (X, X9, X3) = X Eq + X5E5 + X3E3, Y = (Y1, Y2, Y3) = 1By + VB, + Y5E5.

Entonces la propiedad distributiva (5) juntamente con las férmulas (4) nos permiten calcular el
producto vectorial:

XXY =xY,E XE, + X Y3E XEg + X1, B, XEy + X, y3E, XEy
+X3Y1E3 X By + X3y,E3 XE,
= (XY3 = X3Y2)Ey + (XY =X Y3)Ep + (XY, = X V1) Es
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Luego,

XXY =(X,Y3 = X3Y2, Xg¥1 — % Y3, X Yo = X ¥1)-

En cuanto al producto mixto, & = (Zl, Z,, 23), entonces tendremos:

XXY IZ=(XoY3 = X3Y2)Z + (XaY1 = %1 Y3)Zo + (X Y2 = X Y1) Zs.
La dltima expresion es un determinante. Mas precisamente:

X X X3
XXYIZ =1y, Y, Y3
2, 7, Z3

Supongamos que los vectores X, Y y Z son linealmente independientes. La condicion paraque labase
{X, Y, Z} tenga la misma orientacion que la terna ortonorfta|, E,, E;} es que el producto mixto
X xY [Z sea el volumen del paralelepipedo engendrado por los tres vectores (necesariamente positivo).
Obtenemos asi un criterio puramente algebraico para determinar si las bases ordenadas
X, Y.z} y {E1, By, E5}
tienen la misma orientacion u orientaciones opuestas.

La condicién para dichas bases tengan la misma orientacién es que el determinante

X X X3
Yi Y2 Y3
Z 7, 1z

sea positivo. Si el determinante es negativo, las orientaciones son opuestas.

Con recursos muy elementales del Algebra Lineal el criterio se generaliza facilmente a dos bases
cualesquiera y sirve para definir en forma abstracta (sin auxilio de las manos) el concepto matematico de
orientacion. El enunciado es el siguiente:

Siendo {X, Y, Z}y {U, V, W} dos bases cualesquiera, escribamos los vectores de una de ellas como
combinacion lineal de los vectores de la otra base:
U =aX+a,Y +aZ
A/ =bX +b,Y +b,Z
HV = X +¢,Y +¢,Z.

Entonces diremos que dichas bases tienen la misma orientacion si la matriz del cambio de base:

Eal a, a3E
(6) [bl b2 b3D

H-"q C, C3E
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tiene determinante positivo. En cambio diremos que las bases tienen orientaciones opuestas si el
determinante de la matriz (6) es negativo.
Para comprender el criterio no hay mas que realizar el cambio de base en dos etapas:

{X’Y1Z} - {El’EZ’ES} - {U’V1VV}1

teniendo en cuenta que la matriz de la composicién es el producto de las matrices y el determinante
del producto es el producto de los determinantes.

En conclusidn, no hemos hecho méas que dividir el conjunto de todas las bases del espacio en dos clases
por medio de unarelacién de equivalencia: dos bases son equivalentes sila matriz del cambio de base entre
ambas tiene determinante positivo.

Estas clases representan las dos podilnlestacionesdel espacio; y es claro que cualquier base
pertenece a una de las dos orientaciones. Para orientar el espacio sélo hay que elegir una base y declararl;
positiva; las que tengan la orientacién opuesta seran negativas.

Acerca de la notacign

Las notaciones para los vectores difieren mucho segun el tema, muchas veces por necesidad.
En los parrafos siguientes los vectores se denotan con letras negrillas, mayUsculas o mindsculas,
segun convenga.

o —

-

Aplicacién: el teorema de la palanca. 7|4

—

El estudio de la palanca y la hocién de baricentro fueron desarrollados por dos grandes geémetras de
la antigliedad: Arquimedes (s. -Ill) y Pappus (s. lll y IV), con los recursos geométricos de su época. Los
teoremas de Pappus sobre el baricentro, referidos a cuerpos y superficies de revolucién, fueron redescubier-
tos por el suizo P.H. Guldin (1577-1643).

Recordemos que ppalancase entiende un cuerpo rigido, idealmente sin peso, con un vinculo que
sélo le permite rotar en torno a un punto fijo llampdoto de apoyo

Como aplicacion del producto vectorial nos proponemos analizar un problema muy antiguo. El
problema consiste en hallar la condicién para que un sistema de fuerzas que actlan en distintos puntos de
una palanca en direcciones arbitrarias, se encuentre en equilibrio.  _

Unavez elegido un sistema de coordenadas con @igdnrector = OA, cuyos componentesX, Y,

z son las coordenadas del puAtose llamavector posiciérde A.

Para nuestro propdsito conviene pensar cada fuerza como U, pardondeP es el punto de
aplicacion yF un vector que representa las propiedades vectoriales de la fuerza (direccion, sentido e
intensidad), como se ilustra en la figura.

: >
P

La recta dirigida poF que pasa pd? es larecta de accidmle la fuerza; dos fuerzas cuyas rectas de
accién concurren en un punto se llamancurrentes
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Nuestras deducciones se basaran en unos postulados muy sencillos. Aceptamos que el estado de
equilibrio (o desequilibrio) de la palanca no se altera cuando se realiza alguna de las siguientes operaciones:

A) Trasladar el punto de aplicacion de una fuerza a cualquier otro punto de su recta de accion.

B) Substituir dos fuerzaéP,, F;) y (P,, F,) que concurren en un punto P por la fuerza tnica
(P, F, +F,) (regla del paralelogramp

C) Agregar (o eliminar) cualquier fuerza cuya recta de accién pase por el punto de apoyo
A los anteriores agregamos un ultimo enunciado.

D) bajo la accién de una fuerza Unica (P, la condicion de equilibrio es que el vector
F sea nulo, o bien que la recta de acciériFd@ase por el punto de apoyo.

Sear = AP el vector que determina el segmento orientsleldPor definicién, emomentode la
fuerza P, F) con respecto al pun#des el producto vectorial

M = APXF =r xFE.

Recordando la definicidn del producto vectorial es facil ver que la norMaded, dondeF es la
norma deF y d la distancia del punt@ a la recta de accion de la fuerza.

A

Sisetraslada el punto de aplicacion de la fuerza hasta urPpdetsu recta de accion (figura anterior),
el nuevo momento sera

M'=r'xF = (r+ AF)xF =rxF = M.

Esto prueba quel momento de una fuerza no varia al trasladar el punto de aplicacién a cualquier
otro punto de su recta de accion.

Pensemos ahora en un sistemafierzas actuando sobre la palanca, cuyos momentos con respecto
al punto de apoyasonM_, M,, ... M. Queremos probar gleecondicion de equilibrio es que la suma
de estos momentos sea niftaorema de la palanca).

El caso de una sola fueraza< 1) es consecuencia inmediata del principio (D).

En el caso general, podemos suponer gue ninguna recta de accion paga poe las fuerzas que
no cumplan esta condicién tienen momento nulo y pueden eliminarse en virtud de (C). Sieio,
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consideremos un sistema formado pofuerzas®, F)), (P, F,), ..., €, ,F,).

La idea de la demostracion es que podemos substituir las dos primeras fuerzas por &[aS gos (
y (P,, G,) concurrentes en un purf® con los mismos momentos que las primeras (la demostracion se
posterga por un ‘'momento’). Asuvez, las dos Ultimas pueden substituirse por la (nida, f@e#za.).
Entonces el nuevo sistema, equivalente al inicial, tiene una fuerza menos pero la misma suma de momentos
que el de partida. En efecto, por la distributividad del producto vectorial,

APX (G, +G) =M +M,

El caracterinductivo de lademostracion es ahora evidente, por lo que omitiremos el resto de los detalles;
aunqgue nos queda aun por demostrar la afirmacion postergada.

La figura siguiente muestra cOmo puede 'torcerse’ una fuerza sin variar su momento con respecto al
punto de apoyo: agregamos al sistema la fudPzbl)( cuya recta de accién pasa poAhora podemos
substituir P, F) por (P, G), cuyo momento, con la misma direccién y sentido que Id?, &, tiene norma
Ga=Fd dondeG =||G || y F=||F ||, lo que demuestra que los momentos de ambas fuerzas soniguales.

. A

HY e

Notemos que tampoco ha variado el 'plano de accidr'(elejue determinan la recta de accién de
F y el puntoA).

Por ultimo, se comprende que 'torciendo' adecuadamente, podemos lograr que dos fuerzas cualesquierz
concurran en un punto situado sobre la interseccidn de sus planos deQ.¢tion.
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Baricentro de un sistema finito de masas puntuales ‘|5

Consideremos un cuerpo rigido formado por un nimero finito de masas puntualeadas en ciertos
puntosP, cuyos vectores de posicion con respecto a un sistema de coordenadas cartesianas@osoorigen

r=OP=(x,y,z) (=12, ... n)

¢Ddnde hemos de colocar el punto de apaypara que por accion de las fuerzas de gravedad
la palanca se encuentre en equilibrio, cualquiera que sea el vector de aceleracién de lagfavedad

Poniendor = OA (vector posicién d@\), es claro que nuestro propdsito estara logrado si para
cualquier vectog, se cumple

Z(ri —ryxmg = Zm(ri -r)xg =0
es decir, si Z m (r; —r) = 0. Para esto sélo hace falta que se cumpla
| (Z”\)r = mr,
>m

El punto A cuyo vector de posicion acabamos de calcular se Ban@entro del sistema. Las
coordenadas del baricentro son los componentesadgaber:

Es decir,

Suspendido desde el baricentro el cuerpo queda en "equilibri
indiferente". O bien: suspendiendo el cuerpo desde uno cualquiera de/sus
puntos, la prolongacion de la vertical pasa por el baricentro; upa
propiedad que permite hallar en forma experimental el baricentro de ina
placa de forma irregular como la que muestra la figura.

Para que el teorema de la palanca siga siendo valido en el casp de
palancas materiales (con peso propio) basta colocar el punto de apoyo €
el baricentro de la palanca.

v
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APENDICE. Invariancia del baricentro por transformaciones afines. =

En este apéndice adoptamos la costumbre muy difundida de designar cadalpuespacio por su

vector de posiciornr = OA con respecto a un sistema de coordenadas.
En Matematicas se llantericentrode un sistema finito de puntos

ri :(Xi’yi’zi) (I 212,...,n)

afectados por masas positivas al punto

N
>m

Aqui las "masas positivas" son simplemente nimeros positivos que se asignan a los puntos del sistema,
de modo tal que al puntose le asigna el nimeno.

Queremos probar que posicion del baricentro es independiente del sistema de coordenpeas
de una manera independiente de toda nocién fisica.

Consideremos un cambio de coordenadas de la forma

B boafg i

o=, b, coyo+ thOo

#H s by cHEH Hht

donde la matriz cuadrada del segundo miembro es inversible; que es lo que se entieads por
formacion afin

Ponienda = (X, Y, 2), r' =(X, Y, Z) yh = (h, h,, h;), podemos escribir dicha transformacién
en la forma mas concisa:

r'=g(r)+h,

donde § es una aplicacion lineal inversible B&en si mismo ¥ un vector que representa una
traslacion. La posicion de los puntosn el nuevo sistema de coordenadas esta dada por los vectores:

ri=¢g;)+h (=12 ..n)

Por tanto, la posicién del baricentro en el nuevo sistema de coordenadas sera:

zzr?nr 2m[w(r)+h] EZ %h_ Eyeh

lo que prueba nuestra afirmacion.
Cuando las masas son todas iguales, el baricentro del sistema es el promedio

n
ri
n =1
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