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Variables y constantes

Cualquier simbolo tal comr, y, z etc., que sirva para representar un elemento
arbitrario (no especificado) de cierto conjuKtse llamavariable el conjunto es el
dominio de la variable y cada elementoXienvalor de la misma.
Para indicar que a la variablée asignamos el valar, escribimosx = a.

Ejemplos
1) El simbolox en la afirmacion:

"si 0 <x <1, entoncesx?<x"

es una variable cuyo dominio es el conjunto de los nUmeros reales.
2)  Eldominio de la variabla del enunciado:

"la sucesion n tiende a cero cuandon tiende a infinito",

es el conjunto de los enteros positivos.

Para representar numeros reales suelen usarse las ultimas letras del alfabeto:
XY, Z U V,W,r,St, ..,
a veces acompafiadas por algun subindice:

Xps Xor Xgy w03 Yps Yon Vs -0y €IC.

Definicion Las variables cuyos dominios sotervalosde niameros reales se
llamanvariables realegusamos la nocion de intervalo en un sen-
tido amplio que incluye a las semirrectas, abiertas o cerradas, y
aun a toda la recta real).
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En el extremo opuesto, cualquier simbolo que represente un objeto determinado se
llamaconstante Por ejemplo, son constantes los simbolos:

01 1! _11 21 _21\/721 §1 72'1 e1 il +1 =, etC
3

Una de las constantes mas destacadas de la Fisica es la que representa la velocidad
de la luz en el vacio, cuyo valor aproximado es:

c=3x10° km_ 3x10° M.
s s
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Funciones

Supongamos que entre dos variahley se ha establecido una relacibmediante
la cual cada valor dedetermina univocamente el valondé&ntonces decimos que
y es funcion de y escribimosy = f (x). El simbolox se llamavariable indepen-

diente mientras que se llamavariable dependienteEl dominio de la variable
independiente se llama tambidominio de la funcién Finalmente, las funciones
gue relacionan variables reales se llafuationes reale® numéricas

Cuando se trata de funciones numéricas, la relacion funcional suele expresarse por
medio de una formula que indica explicitamente como obtener el valatadiox,
como en los siguientes ejemplos:

y=3x-1,
y=X
y = x?,
y = senx,

y=Jx (x20), etcétera.

En todos estos casos, con excepcion del dltimo, el dominio de la funcion es la recta
realR; en el dltimo, el dominio es la semirrecta cerrf@a- «), formada por los
ndmeros reales no negativos.

Para referirse a distintas funciones suelen usarse los similplosf, y, etc.;y es
claro que para conocer una funci@s suficiente saber con precision cémo se deter-

mina f (x). Asi, podriamos haber presentado los ejemplos anteriores de la manera
siguiente:

f(x)=3x-1 g(x)=x, h(x)=x% @(x)=senx, w(x)=.x, etcétera.

La condicion para que dos funciorfeg g sean iguales es que tengan el mismo
dominio y que para cadedel mismo se verifique (x) = g(x). Entoncesf = g.
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A veces, para definir una funcién es necesario recurrir a una formula compuesta,
como ocurre con el célebre caso del valor absoluto:

También es compuesta la férmula que define la furgigmo de x

01 si x>0,
sgn(x) = E—l si x<0,
H 0 si x=0.

Notemos quexsgn(x) =| x|, cualquiera que sea el numero

Sdélo para darnos una idea de la enorme variedad de funciones que existen incluimos
el siguiente ejemplo, llamadoncién de Dirichlet

[1 si x esracional
f(x) = . o

Ep si x esirracional
Las funciones que toman un valor nico —no hay que olvidarlas— se tamstan-
tes Por ejemplo, sy =1 cualquiera que sea el valorndentonces decimos ques
constante igual 4.

Existe un tipo especial de variables que presentaremos mediante un ejemplo sencillo. Cuando se dice:
consideremos todas las funciones de la formax + bse entiende que los valoresadeb pueden

elegirse arbitrariamente (son variables) pero quedan fijos una vez elegidos, en cierto contexto. Las
variables sometidas a esta restriccion se llapaaémetros Inicialmenteparametro se usé para
designar la distancia del foco a la directriz de una parabola.

Ejemplos

Los casos mas frecuentes de relaciones funcionales se presentan en las aplicaciones
de la Matemética a otras ciencias. Sin embargo, los ejemplos que ponen a prueba el
alcance de las definiciones, obligando a veces a modificarlas, provienen de la Mate-
mética misma. La funcion de Dirichlet es una muestra sencilla de lo afirmado.
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1) La presiéon que debe soportar cualquier artefacto (o ser vivo) que se sumerja
hasta un punto situado a una profunditiagin el océano est4 dada por la
férmula:

p:p0+ph’

donde p, es la presion atmosférica al nivel del mar (nivel O)yna constan-
te que representa el peso especifico del agua de mar.

Algunos datosPara tener una idea del modo en que varia la presion con la profundidad,
digamos que el valor deoscila entre 1020 y 1030 kilogramos de fuerza por metro cubico,
segun el mar de que se trate. Por otra parte, el valor normgaletel1 0336 kilogramos de
fuerza por metro cuadrado.

Dividiendo la igualdad anterior pqy, obtenemos la formula aproximadp= 1 + 0,1 h

gue expresa la presion en atmoésferas cuando la profuridséadide en metros. La formu-

la muestra que se afiade una atmaésfera de presion por cada 10 metros de profundidad.
El casco de una batisfera -del gridgithos profundidad- debe ser tanto mas resistente
cuanto mayor sea su radio. Para comprenderlo basta pensar en la presién superficial (fuerza
por unidad de longitud) que se genera sobre una esfera hueca de ragia seccion es

12 Lafuerza que oprime a dos hemisferios cualesquiera uno contra ptra€do que
dividido por la longitud de la circunferencia de contacto entre ambos nos da el valor de la
presion superficial: 0,6, proporcional al radio.

¢ Qué interpretacion podriamos dar a un valor negativo dg?

Un poco de discusion en clase deberia conducir a los alumnos a sugerir ellos
mismos quevalores negativos de la profundidad corresponden a puntos por
encima de la superficie; tanto mas elevados cuanto menor sea el valor de h
Ahora bien, la presion atmosférica por encima del nivel del mar se mantiene
casi constante e igualpg dentro de un rango de altitud moderado, digamos
200 metros. Luego, la siguiente férmula expresa la presédrfuncion de la
profundidadh:

Op, +ph si h=0,
p=fh=0" ,
Po si -200<h<0.
2) El area de un circulo es una funcion de su ragida relacion entre ambas
variables se expresa mediante la formala rrr 2.

3) El volumen de una esfera sélida es funcién de su raglila relacion entre

4
ambas variables 86 = 3 mrd.
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4)

5)

6)

Mientras pueda despreciarse la resistencia del aire, la velocidad alcanzada por
un cuerpo pesado que cae libremente desde una laltemael momento de
chocar contra el suelo, esta dada por la formula

v=,2gh.
La formula exhibe la velocidaden funcién de la altura de caida.

La diferencia de nivdi alcanzada por un liquido que moja las paredes de un
tubo capilar cilindrico es funcién del radio de su seccién. La formula es

donder es el radio del tuboguna constante que depende del liquido (ley de
Jurin).

La abscisay la ordenadg de un punto que recorre con movimiento uniforme

una circunferencia de radi®con centro en el origen de coordenadas, estan
dadas por las férmulas

X =Rcoswt+a), y = Rsenft +a),

dondew representa la velocidad angular del movimientoey &ngulo inicial.

Las férmulas exhiben en forma explicita las coordenadas del punto en funcion
del tiempat.

Los ejemplos anteriores sugieren la conveniencia de prestar atencidon a las
funciones de la forma

y=ax+b, y=ax® y=ax, y=cx, y=E, y =cosX, y =senx,
X

gue sirven de modelos matematicos a los fenomenos considerados.

Otros fendmenos requieren para su descripcion el uso de funciones menos
elementales.
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Graficas

Seempre que sea posible, la mejor forma de visualizar una funcién nuriéoica
siste en estudiar lo que se llamagséfica (o grafico), que es el conjunto de todos
los puntos &, y) del plandR? tales quey =f (x). En simbolos:

graficadef ={(x,y): y= f(X)}

Y

-

F(x) (X, T(x))

Notemos que un punto(y ) del plandR?pertenece a la gréafica €lsi y sélo si sus
coordenadas satisfacen la ecuacion

y=f(x),

por tal motivo llamadacuacién de la grafica

En el siguiente diagrama se han trazado las gréficas de las funciones:
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Las graficas de las funciondg(x) =| x| y g(x) =+/x resultan tiles para com-
prender su significado:

Observaciones
)] notemos que las escalas sobre cada eje pueden ser diferentes;

i) los valores dg son no negativos y su gréafica no incluye ningin punto
con abscisa negativa.

Recomendaciones metodolégicas para la ensefianza



Ejercicio
. , 2 _
Mostrar que para cualquier nimeqo| x| = x* y vx° =|x].

La funcién p= f(h) analizada en el ejemplodel parrafo anterior (presion en
funcién de la profundidad) tiene una grafica en forma de linea quebrada:

Po

La parte de la gréfica en el semiplano derecho es una semirrecta de pehdiente

Para meditar es imposibldrazar la grafica de la funcion de Dirichlet en el sen-
tido habitual del término. Sin embargo, la gréfica existe y esta formada por los
puntos de la forma(1) con x racional y los de la forma,(0) conx irracional.

Por ejemplo, los siguientes puntos pertenecen a ella:

2 1
€1, C.D. 31 (2,0), (m,0), (50

La gréfica de la funcion

y=- (x#0),

asociada con la nocién de proporcionalidad inversa, (ejemplo 5 del parrafo ante-
rior), es lahipérbola equilatera
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El dominio de la funcién es toda la recta real, con excepcién de O.
Multiplicando la igualdad anterior parobtenemos la relacién simétrica

xy=1,

equivalente a la anterior (si se cumple la segunda, enterc8sy es posible divi-

dir porx para obtener nuevamente la ecuacion inicial).

Por ella vemos muy facilmente que si el puntpy() satisface la relacion, también

la satisfacen los puntosx —y), (X,y)y (-=y,—X) ; lo que significa que la grafica

de la funcién es simétrica con respecto al origen y a las bisectrices de los cuadrantes.

Los ejes coordenados sasintotasde la grafica; lo que significa que a medida que

un punto que recorra la misma se aleje del origen se hallara cada vez mas préximo a
uno de los ejes; tanto mas proximo cuanto mas alejado, propiedad que puede apre-
ciarse a simple vista.
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Funciones lineales

L Iamanse asi las funciones de la forma
(1) y=mx+b

dondemy b son constantes.
Podemos escribir la ecuacién anterior en la forma

mx + (-)y = -b,

de donde se sigue que la grafica de cualquier funcién lineal es una recta no paralela
al ejeQY.
Reciprocamente, cualquier recta no paralela a dicho eje satisface una relacién lineal:

ax+by=c,

conb # 0. Despejandg, obtenemos

que es una ecuacion de la forma (1), como se ve escribiendo mas brevaeente
a c
lugar de ‘by b en lugar d%.

Vemos asi que las graficas de las funciones lineales son las rectas no paralelas al eje
()

Recordemos ahora que entre las coordenagate los puntos que pertenecen a una
recta del plano existe una relacion de la forma

ax+by=c

en la que al menos uno de los coeficierdeyg b es distinto de cero.

Si a= 0 la representacion gréafica de la relacién es una recta horizontal (paralela al
ejeOX); sib=0, unarecta vertical (paralela al&¥); si a y b son ambos distintos

de cero, unarecta que no es paralela a ninguno de los ejes. La figura siguiente esque-
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matiza los tres casos:

Los parametromy b de la funcion (1) se llamagrendientey ordenada al origen
respectivamente, y son caracteristicos de la recta y de la funcién lineal, como se
deduce del siguiente ejercicio:

Ejercicio
Mostrar que si para cualquiese cumplem,x+b, =m,x+b,, entonces, =b, y
rT‘]l = m2 0

Para comprender el significado geométrico de los paranmmatydsy el motivo de
sus nombres, consideremos dos puntos disti®es/;), (X,, Y,) situados sobre la
recta de ecuaciog = mx+b:

y,=mx +b, y,=mx, +h.

Entoncesy, -y, = m(x, — %), de donde

lo que significa quen es la tangente trigonométrica del angllgue forma la recta
con el ejeOX (inclinacién de la recta con respecto a dicho eje):

Y

Yo

Y1
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En simbolos,
m=tg¢.
Recordemos también qgese encuentra comprendido en el interata/ 2, 11/ 2).

Un valor negativo den indica que¢ es negativo y que la recta se diriggesta
abajo'. Mas precisamente: la ordenada de un punto que se deslice por ella disminuye
a medida que aumenta su abscisa, como muestra la figura siguiente:

Y

N

0 \K X

Si m=0 entoncey =b: lafuncién es constante y se representa por una recta hori-
zontal.
Puesto que la funcibm=tg¢ es estrictamente creciente en el intervalo

(-1t/ 2, 11/ 2), se sigue quen es tanto mayor cuanto mayor $eg reciprocamente.

Por otro lado, si en la ecuacigm= mx+ b elegimosx = 0, obtenemosy = b, lo que
muestra que la interseccion de la recta con €¥jes el punto (&) como ilustra
el siguiente diagrama:

Y

_~T1(0,b)

gue explica por si solo el motivo por el duse llama ordenada al origen.
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En el siguiente diagrama hemos trazado las graficas de varias funciones lineales con
distintos valores de la pendiemtey ordenada al origen igual a 1. A saber:

1 1
y=2x+1, Y—:—3X+l Y—§X+l y=1 y=-x+1,

[EEN

1
cuyas pendientes son: %, 5 0 y -1, respectivamente.

m=2

m=1/3
m=1/5
m=0

Observemos que entre las funciones lineales con la misma ordenada al origen la
pendiente es tanto mayor cuanto mas "empinada" hacia arriba sea la recta que la

representa. La rectp= —x+1, con pendiente negativa, marcha "cuesta abajo".

Para ilustrar el sentido de la ordenada al origen representamos las funciones lineales

1 1 1 1 1 1 1
=—X+ = =_xX- =—X——, =X+- ,
y 3 Ly 3x, y 3x Ly %75 y 3**5

con idéntica pendiente igua%a

W
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El ejemplo sugiere que las graficas de las funciones lineales con una misma pen-
diente forman un "haz" de rectas paralelas. En efecto, es facil probar que las rectas
de ecuacion

y =mx+b, y =mx+b,

no tienen ningun punto comun, a menos quelseab,.

Ejercicios
1) Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos (-3,2)y (3,5).
2) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (-1, 2 ) y es paralela a la recta
2x+3y-6=0.

3) Hallar lainterseccion del ef@X (de ecuaciéry = 0) con la recta que pasa por
(1, 1)y es paralela a la recta determinada por los puntos (1,0)y (0, 3).
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Cambio de coordenada

¢Coémo se modifica la abscisa de un punto situado sobre una recta cuando se intro-
duce otra escala numérica, con otro origen y otra unidad de medida?.

Queremos mostrar que entre las abscisas de un mismo punto con respecto a las dos
escalas existe una relacion lineal:

y =ax+b,
dondeay b son ciertas constantes que dependen de la ubicacion de los origenes y de
la relacion entre las respectivas unidades de medida.
Lo mejor para comprenderlo es descomponer el pasaje a un nuevo sistema en dos

etapas:x » z - y. A saber:

1°) una traslacion del origen sin cambiar la unidad de medida, lo que da lugar a
una relacion muy sencilla, de la forraa x + h.

2°) un cambio de unidad de medida sin cambiar el origen, el que se expresa por
una relacion de la formg = az=a(x + h) = ax+b (naturalmentea # 0).

Ejemplo(escalas termométricas)

SeanC y F las expresiones de una misma temperatura en grados centigrados (o
Celsius) y en grados Farenheit, respectivamente.

0 32 = 212

De acuerdo con lo anterior, entre ambas escalas existe una relaciéon de la forma

C=aF +b.

Para hallar los valores dey b, debemos tener en cuenta queF32quivalen a @C
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y 212F equivalen a 10@, como se resume en la siguiente tabla:

F C
32 0
212 100

Entonces podemos escribir las ecuaciones

0=32a+b, 100=212a + b,

5 5
de las que resulta a§= , b=-32 (§ ) . Luego,

5
C=2(F-32.
9( )

Regla practica aproximada@itil para viajeros)

C-= F _232 + 10% del término anterior.

¢, Qué explicacion podemos dar para la validez de esta regla?

5 . . 1 5 1_1
Notemos que, no difiere demasiado df En realldad,9 518" Luego,
5 1 E§ 1 F-32  1F-32
==(F-32 = =(F-32 + -—=[{F -32) = + - —==
9( ) 2( ) ® ZE( ) 2 9 2

1 1
— = ~ =— = 0,
Por otro Iado,9 0,111 .= 0,1 10 10%
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Funciones cuadraticas

Se llamarcuadraticadas funciones que pueden expresarse en la forma de un trinomio
de segundo grado:

y = f(x) =ax? +bx+c.

Se prueba facilmente que §{x) es cero para=0,1 y —1, entonces los tres coefi-
cientesa, by ¢ son nulos, de dondé(x) = 0 para cualquier valor de

Enrealidad, una funcion cuadratica no puede anularse en mas de dos puntos distintos,
amenos que sean nulos sus tres coeficientes, ptieg = 0, f(x,) =0y X, Z X,,
entoncesf (x) = a(x - X% )(X—X,), Yy el miembro derecho es distinto de ceno&s

distinto dex; y x,, @ menos qua sea nulo.

De esto se deduce que la condicion para que dos funciones cuadraticas sean iguales
es que tengan los mismos coeficientes. En otras palabras, los coeficientes de una
funcién cuadratica son caracteristicos de la funcion.

Por lo visto sobre geometria de coordenadas sabemos que la grafica de una funcion
cuadrética es una parabola de eje vertical; convexa hacia abaj®sy concava
hacia abajo sa < 0. El siguiente diagrama ilustra los dos casos:

a>0

a<o

Cualquier funcion cuadrética alcanza un valor extremo (minimo 0 maximo) que
corresponde al vértice de la pardbola y puede localizarse usando el método de
completacion de cuadrados, ya estudiado en el fasciculo sobre coordenadas.
Considerando la enorme importancia de este método elemental nos proponemos
estudiar con su ayuda la funcién cuadratica general:
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y=ax +bx+c = ak? sy Ch
U a al

b° cH M, b [, 4ac-b’f
2aD " 48 aH 2af  4a®> [

afk+ 2 g 4ac_b2=aB<+£g+B,
0 0 0

2a] 4a

donde por brevedad de la notacion hemos llantadd nimero (4ac—b?)/ 4a.

Como a, by c son constantes, podemos afirmar:
. - b .
1. Sia>0 el minimo valor de y se alcanza cuande—z—, pues soblo para
a

ese valor de es nulo el numer@ﬁz—am, siendo estrictamente positivo

para todos los demas.

. L. b
2. Si a<0 el maximo valor dg se alcanza nuevamente cuanda—z— , pues
a

en tal caso el cuadrado anterior multiplicado por un coeficiente negativo es
negativo, salvo que sea nulo.

3. En ambos casos la gréafica de la funcion es simétrica con respecto a la recta

b
X= "2a (eje de la parabola), pues el valorydes el mismo en los puntos

b
X== th | cualquiera que sela

4.  Lacondicion para que la gréfica de la funcion cuadratica corte al eje horizontal

esquea y b tengan distinto signo o bien ghesea nulo. Dejamos la facil
demostracioén a cargo del lector.

Nota importante: Existe el riesgo de que los alumnos intenten memorizar las férmulas
anteriores, lo que seria un penoso desperdicio de esfuerzo y "espacio de
memoria".
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Ejercicios

Determinar los coeficientdsy ¢ para que la pardbol@ = x? + bx+c pase

por los puntos de interseccion de la regta3x — 6 con los ejes coordenados.

Calcular el valor de para que la parabola de ecuaciér —x* + 2x + ¢ pase
por el punto (-1, 0 ). Determinar el vértice, el eje de simetria, la interseccion
con los ejes coordenados; trazar la gréfica.

Dada la pardboly = x* - 2x+ 2, hallar la ecuacion del eje de simetria, las

coordenadas del vértice y las intersecciones de la misma con los ejes
coordenados.

Siendoa>0 y X, >0, consideremos el punt@x,,Y,) de la pardbola

y = x? - a, la que corta al eje horizontal en los pur(tg@, 0)y (—\/E, 0).
¢ Qué valor debemos darmapara que la recta de ecuacipn y, = m(x— X,)

tenga al puntdXy, Yo) como Unico punto de contacto con la pardbola? (recta
tangente a la parabola en el punto considerado).

Sugerencia puesto quey, = x§ —a, la ecuacion de la parabola puede

escribirse en la formg -y, = x* = xg.
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Clasificacion de las funciones

funciones polinémicas, racionales, algebraicas y trascendentes

L as mas sencillas entre todas las funciones son las funciones lineales, de las que las
constantes representan un caso particular.
Una clase considerablemente mas amplia es la deénleisnes polindmicas

y=P(X) = a, +a,x+a,x? + 0 a,x",

de la que las funciones lineales y las cuadraticas son casos particulares.

En orden creciente de amplitud sigue la clase deitecsones racionalesque son
aquellas que pueden expresarse como cociente de polinomios:

_P(X) _ ay +a,x+a,x* + [ a,x"
Q(X) by +byx+b,x? +O* b, x™

En la expresién de una funcién racional intervienen sélo las operaciones de suma
producto y cociente. Por ejemplo, son racionales las funcigiigs=1/x y

W(x) =1/(x? +1).

Para entender mejor el siguiente concepto -el de funcién algebraica- daremos primero
un ejemplo sencillo. Consideremos la funcién:

x-1

Elevando al cubo, multiplicando por el denominador y pasando al primer miembro,
resulta:

-(x-13+(x*+1)y* =0,

La definicién general de funcién algebraica es la siguiente:
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Definicion Una funciony = f(x) se llamaalgebraicasi existen ciertos
polinomios Ry (x), B,(X), ..., B,(X), no todos nulos, tales que

Ro(¥) + R ()Y +P,(X)y? + 0+ P, (x)y" =0
para cualquier valox en el dominio de la funcion.

Ejercicio

Y1+ x% =x
1+ §/x

Mostrar que la funciény = (x>-1) es algebraica.

Los ejemplos considerados corresponden a la nocion de funcién algelicda que se obtiene

cuando a las operaciones racionales de suma producto y cociente se afade la extraccion de raices de
cualquier orden.

Existen también funciones algebraigaplicitas El hecho esta ligado con la imposibilidad de obtener
férmulas generales que permitan resolver por radicales las ecuaciones de grado mayor que cuatro.

Definicion Las funciones que no son algebraicas se llamaaeendentes

Son trascendentes [asciones circularesy sus inversas:
senx, COSx, tgx, arcserx, arctgx,

del mismo modo que kancion exponencialy su inversa, l&uncién logaritmica

a*, log,x, (a>0).

Sin embargo la demostracion de estas afirmaciones excede el caracter elemental de
estas notas.

Desde el punto de vista del Andlisis Matemético interesan también otras clasificaciones. Por ejemplo,
funciones continuas, diferenciables, analiticas. A comienzos del presente siglo, el francés René
Baire (1874-1932) introdujo una clasificacion a partir de las nociones de continuidad y limite puntual,
obteniendo una clasificacion transfinita Gtil en la teoria de las funciones reales, que se conoce con el
nombre del mismo Baire. La utilidad de sus métodos ha trascendido el objetivo inicial de la clasificacion

En el siguiente mddulo estudiaremos mas detenidamente las furichsceadentes
elementalesque son las que hemos nombrado en ultimo lugar.

Recomendaciones metodolégicas para la ensefianza



Operaciones con las funciones reales

Algunas de las operaciones que se describen en este parrafo han sido usadas de
manera tacita en los parrafos anteriores. Las mas simples son las que provienen de
las operaciones aritméticas, a sabersuma el productoy el cocientede dos

funciones y g son las funcioneg, y y 8 que se definen por medio de las siguientes
formulas:

R

=f , =f , 0 =
¢(x)=f()+9(x), Y(x) =Tf(x)g(x), 6(x) 9%

El dominio de las dos primeras es la interseccidn de los dominigsgdemientras
gue el de la tercera es el conjunto de los puntos de dicha intersecciérydande
toma el valor cero. Suele designarse a estas funciones con una notacién mas breve:

f+g, fg y f/g. Enforma mas explicita:

(f+9)(¥) = () +g(x), (f)(¥) =f(x)a9(x), (f/9)(x)=1()/9(x).

Para completar el panoramag¢ €s una constante se define la funabpor medio
de la férmula(cf)(x) = cf (x).

Una de las operaciones mas utiles es la composicion de funciones.

Definicion  Se llamacomposiciérde dos funciondsy g a la funciorh definida
por la formulah(x) = g(f (x)). Para denotar la composicion se
escribeh=go f.

El dominio deh esta formado por los puntasdel dominio de tales qud ( x)
pertenece al dominio dg

Por ejemplo, la funciém(x) = |senx| resulta de componer las funciones
f(x)=senx y g(x) =|x]|.

La grafica de(g - f)(x) =|senx| en el intervald -2, 2r1] es:
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Por otro lado, la grafica de la composicigix) = f (g(x)) =sen| x| en el mismo
intervalo es esta otra:

1}

-1}

El ejemplo ilustra el hecho de que en geneagal,f # f o g, aun en el caso en que
ambas funciones posean el mismo dominio, como ocurre en nuestro ejemplo.

Consideramos, por ultimo, la traslacién. En el grafico que sigue hemos representado
las funciones

f(x) =senk?®) ¥ g(x) = f(x—1/3) =sen[k—-1/3)?] (en trazo mas grueso).
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Notemos que la grafica dese obtiene trasladando la graficaf éecia la derecha

1
una distancia igual 3

En general, si es una constante positiva, entre las graficas de las funcigrey
g(x) = f (x—c) existe una relacion muy simple: la graficagdesulta de trasladar
la def hacia la derecha a una distanci&n efecto, el puntox, y ) pertenece a la
grafica degsiy solo siy = g(x) = f (x—c), es decir, siy solo € —c, y) pertenece
a la grafica dé, como muestra la figura siguiente:

Por el contrario, la grafica de la funcifi(x) = f (x + c) se obtiene trasladando la de
f hacia la izquierda a una distancia

De aqui que si, interpretandaomo el tiempo, representamos graficamente las
funciones

f(x—ct)
para una sucesion creciente de valores digamos:

t0< t1<t2 <t3<

tendremos la impresion de una onda que se desplaza hacia la derecha con velocidad
¢, como muestra la siguiente figura; en tanto que las funciones

f(x+ct)

semejan una onda que se desplaza hacia la izquierda con la misma velocidad.
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Nota En realidad es mas profundo que una mera impresion o semejahza. Si
tiene derivada segunda, las funciones de dos variables:

u(x,t) = f(x—ct) y u(x,t) = f(x+ct)
satisfacen l&cuacion de d’Alembe(b de la cuerda vibrante):

2

(3]

u

_ 0%u
0 x2

N

1
c? ot
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El concepto de funcion

L a nocién de funcién, limitada en los comienzos del Célculo a las correspondencias
entre numeros definidas por formulas analiticas muy sencillas, hubo de ser ampliada
con el fin de estudiar los nuevos problemas que se planteaban tanto en la Matemética
como en otras disciplinas afines a ella.

El concepto de funcidon desempefia un papel esencial en todos los ramos de la
Matematica y sus aplicaciones, en los que se presenta bajo formas y nombres diversos:
funcién aplicacion transformacionrepresentacioncorrespondencigoperacion

El descubrimiento de que todos estos nombres se refieren a una misma nocién —la
nocién general de funcion— ha representado uno de los avances conceptuales mas
Gtiles y significativos.

Seria un error excluir este importante concepto de la ensefianza elemental, equiparandolo con las
exageraciones de la "Matematica Moderna". Idéntica observacion puede hacerse con respecto al
Algebra de Conjuntos.

Recordemos que el producto cartesiano de dos conjXrtos esta formado por
todos los pares ordenadas ¥ ) tales quexD X e y[Y.

Definicion  Un subconjuntd del producto cartesiang xY se llamduncion
(o aplicacion) deX enY si satisface las siguientes condiciones:

1) para cadax deX existey enY tal que(x,y)U f ;

2)si (x,y)Of y (x,20f entoncesy = z.

Notacion funcionat Para cadadeX, el Unicoy deY tal que(x,y) O f se designa
por el simbolof (x); de modo que la afirmacion = f (x) equivale a(x,y) O f.
Para indicar quées una funcion d¥ enY se escribe

f: X SY.

El conjuntoX se llamadominio de la funcién, y se designa pdom f . El conjunto
Y se llamacodominiodef.
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Otro concepto util es el de imagen: se llamagendef, simbolizado por inf, al
conjunto de los puntos y de Y tales que f (x) para algux del dominio. Es decir,

imf ={y: y= f(x) paraalginx deX}.

Ejercicio (asociatividad de la composicion)
Searf, g y htres funciones tales que
imf OJdomg e imgUddomh.
Probar queho (go f) =(hog)o f.

Nota. Este sencillo ejercicio ayuda a comprender por qué el producto de matrices es asociativo.

Recordemos brevemente que una fun€iést
(@) inyectivasi la afirmacionf (x;) = f (x,) implica x; = X,;
(b) suryectivasi imf =Y;

(c) biyectivasi es inyectiva y suryectiva.

Definicion Funcion inversa Una funciéng:Y - X se llamanversade la
funcion f : X - Y silaigualdady = f (x) equivale ax = g(y).

Es claro que, en caso de existir, la inversata determinada pby que la relacion
entre una funcion y su inversa es reciproca.

La condicion necesaria y suficiente para que una furi¢&nrga inversa es que sea
biyectiva. La demostracidén es un ejercicio interesante para los alumnos.

Para cada conjunté conviene tener presentedplicacion idéntica(o identidad
de X en si mismo:

gue se define por la sencilla formula(x) = x.
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La tendencia a olvidarla es natural, como lo es la de no incluir los confdntoX entre las partes
de X.

Con ayuda de la aplicacion idéntica el hecho deggea inversa dese expresa de
manera muy natural, teniendo en cuenta guef (x) siy sélo six = g(y). Luego,

go f(x) =g(f(xX) =9(y) =x=iy(x), de dondego f =iy,
fog(y)=f(a(y))=f(x)=y=iy(y), dedondef og=i,.

Por ejemplo, la inversa de la funcign=3x-1 se obtiene despejandoen esta

1
igualdad. El resultado e la funciér - (y+D.

Ejercicios

1. Seamay b dos elementos distintos de Mostrar que la formula

[X si XxZay x#zb

define una funcion biyectiva dé€en si mismo cuya inversa es la midina

2. Denotando pod el intervalo (-1, 1) de la recta real, mostrar que las férmulas

a _ X _ _ Y
y—f(X)—1+—|X| (xdR) , X_g(y)_—1_|Y| (yOJ)

definen un par de funciones mutuamente inversas:
f-R-J vy 9g:J-R.
Sugerencia calcularge f 'y fog.

Conviene agrupar las funciones elementales mas comunes con sus respectivas
inversas, observando cuidadosamente aquellos casos en que debe restringirse el
dominio de la funcién para lograr una funcién inyectiva:
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Funcion Dominio Inversa Dominio
y = x? x>0 x=/y y20
y=x" (n par) x20 x=4y y=0
y=x" (n impar) xOR X=0y yOR
y=a* (a>0) xOR x=log, y y>0
m m
y = senx T SXs5 X = arcsery -1<y<1
m m
y = tgx —E<X<§ X = arctgy yUR
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Representacion grafica de funciones inversas

Comencemos por un ejemplo sencillo. Para representar la funcion

y=ﬁ (x=0),

conviene pensar en su inversa:

eligiendo la variablg (sobre el eje vertical) como variable independiente. El resultado
es la conocida grafica en forma de 'semiparabola’ con eje horizontal:

2 Y

o i 2 s 4 X

No existe ningun obstaculo para intercambiar los papelessgecomo variable independiente y
variable dependiente cuando ello sea posible, es decir, cuando la funcidon tenga inversa. Tampoco lo
hay para representar la variable independiente sobre el eje Vv@lical

Veamos otro ejemplo: si queremos representar graficamente la funcion
y =arcserx (-1<x<1),

comencemos observando que la igualdad anterior equivale a
x=seny (-m/2<y<Tm/2).

La segunda funcién tiene como gréfica un arco de sinusoide. La variable independien-
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te y (sobre el eje vertical) recorre el intervdlert/ 2, 1/ 2], en tanto que el

correspondiente valarcrece estrictamente desde su valor minimo —1 hasta su maxi-
mo 1, como muestra la siguiente figura:

05

1 05 1

05

Hemos restringido el dominio de la varialjie un intervalo donde la funcién

X =seny es estrictamente creciente, y por tanto inyectiva. Conviene que los alumnos
verifiquen con el gréfico a la vista que es ésta la funei@sen o sen* incorporada

en sus calculadoras, siempre que la pongamedd radiaf, un requisito que olvidan

con frecuencia.

Para fijar mejor las ideas es util visualizar la funcyéaarcserx en la circunferencia
unitaria, destacando la unicidad del ayemtre— 77/ 2 y 71/ 2 cuyo seno e§ como

se ilustra en la figura:

) ]

Un tratamiento mas detallado de las funciones trigonométricas, logaritmicas y
exponenciales sera el objeto de otro fasciculo.
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