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Nocione!> !>obre la proyecci6n 

axonometrica 


INTRODUCCI(jN 

Como varios profesores me han preguntado el sentido de las 
"Noclones de Axonometrfa" indicadas 0.1 final del § 3 del programa 
de 40. ano de Matcm!'itic~, para las escuelas norma.les, he erofda 
serfa. litH poneI' a BU alcance un buen tratado sobre eate punto. 
Para eHo soli cite de mi joven amigo e1 Profosor Jngeniero Ji1milio 
Rebuelto Quisiera tener a bien traducir Ja parte correspondiente de 1a 
}+:incicloI)edia de Matematicas elementa.les de Weber y Wellstein, 
(vel' programa, edicilin prlvada, pAg, 29; bibHograffa 2.). 

Presento pues a 10. consideract6n de los sefiores profosores nor~ 
males y de 108 alumnoe de los cursos del proresorado di{'.lla traduc· 
ciOn; ella Va precedida de consideoraciones generales sobre proyec~ 
ciones que el seflor profesor Rebuelto ha reeopilado en Ulla stnte­
sis clarfslma. Adcrol1s, para hacer rods tntellgible el texto. las no· 
tacioncs alemanas han stdo eambiadaB por las fr9.llces8.S, mlis usa· 
das entre nosotros. 

Los profesores tendrun ast un excelentc texto para ponerse bien 
al eorriente de la. Axonometrla, tan iitil en georoetria del espacio, 
uesde que en Axonometrta hacemos, casl todos los profesores. las 
figuras en e1 pizarr6n. aun cuanda rnuchos las hagan d(> tnstlnto 
ml1a bien que POl' racloelnio {) teor!a. 

Debo agregar que considero sufic1ente presentar bieu a los 
alumnoe de 40, ano el eontentdo del Cap. I y del Cap. II § 2 y 3, 
Y servlrse de ellos para hacerlcs coroprender en qu(S eonsiste 
propiamente eJ dibujo en e1 pIzarron. No creo sea eonvenieute re~ 

cargar con el total de esta traducci6n a la ensefianza, pero sf creo 
rouy t1UI que eada profesor trate de asimHl1rsela. Le permitir! de 
vez en cuando indfcar a SUB alumno'S c6mo hace ~t las figurBS BS· 
feorometrf.cus y el por que de 10. conBtrueci6n. ASimismo podrl1n de 
ti('mpo en tielllpo haeer exponer y (liacutir :por los aiumnos y fu w 

turos maestros y profesores, las razones que lea gu1an al dlbujar ao· 
bre el pizarron fjguras en el espa.{';lo, y determinar, aun cuando s6lo 
aI)roximadamente, las verdaderas dimensiones de los cuerpos re­
pretSentadoa. 

Deseando haber asi contestado a la preguntas que ae me diri~ 

gieron. me queda agradecer al sefior Profesor Ingeniero EmUla Re­
buelto su importante colaboraci6n 0.1 mejoramiento de nuestra en· 
seiianza matematica. 

Jorge Duclout. 

",_ 
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I. OENEKM,IDADES OOBRE l ..AS PltOYECCIONES 

La Proyecci6n. axonometrica, 0 mas brevemente, la Axo~ 
!/omet,ia, C8 uuo de los tantos rniitodos de que dispone la Geo­
metria Deseriptiva para conseguir su objelo, d€ reprC8€ntar 
las figuras d€1 €spacio .ob"" un plano, (que en lodo 10 que oi­
gue 10 llamarcmos e! cl<ooro) y de modo que a los puntos de 
una recta del espacio, 1(' correspondan en 1a imagen, los punt{)s 
de otra recta. 

Estas representacionf'):;, Se obtienen por proyeecione.'SI; sr 
<!onsidera un punto fijo 0, (que en todD 10 qlle sigue 10 llamare­
mOB el centro de proyeccilnJ.), exterior al ('uadro, y que puedc 
tambien ser 01 pnnto en el infinito de cualquier direeei6n. 
TJa recta qno une un punto I' del "'pueio con el centro de pro­
yecei6n. se llama ra:yo pruyeda-nlc y el pnntn P' en que el ra­
yo proyectante carta a1 cuadro, sera la imagen de P, 0 la prow 
yeceiim de P sobre 01 cuadro_ 

IJa imagen del centro de prnyeCld6n, cs siem pre indeter­
minada, pues correRponde al mt.SO en que el punto P coincide 
con 0: la recta 0 P, queda evidentcmente indeterminala. 

Cada rayo proyectante~ tIl:t. una sola imagen de un punto, 
pero en realidad proyecta cl infinito numero de puntos que 
!')(: encuentran sobre iH; Y a todos esto..<;J, les corresponde una 
lUisma imagen en el cuadro, que ('$ la traza 0 intersccci6n del 
rayo proyoetante eon el cnadro. I nversamente, a todo punto 
Q' del cuadro, Ie pueden c()rresponder en el cspacio el infi· 
nito mimero de puntos de In recta 0 Q' . 

Puede preveerse, con estns simples observ-aeiones, que Is. 
representac:ion del espacio oobre el plano l no puede ser nni­
YOca. Si una recta eontiene un numero infinito de punios, y 
un pJano un numero iniinito de re-etas, (que sedan Jas perpcn­
dieulares a una recta en cada uno de sus infinitos pnntos) 1 

resulta que el plano eontiene un numero doblemente infinito 
-de puntos: anRlogamente, el espacio contendra un numero 
triplemente infinito de puntos. La rcpresentaei6n de esl;Ol! 
puntos, en numero triplemcnte infinito, por medio de los do­
hlemente infinitos puntas del plano, haec 'lllC a cada punto del 
;,Iano, Ie correspoudan infinito numero de puntos del ospacio. 
La (1"ometriR Descriptiva, tal como estit hoy constituida, cum. 
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pIe ~.Bta condiei6n, pero de taJ manera., que los iufinitos pun-· 
tos del capac}o que sc correspond en con un punlo del plano, 
estan lodos sobre el rayo proyectanle que pasa por ""te punto. 

IJos rayos proyectantes son las linteas recta..;;: del eHpu('io 
euya imagen se reduce a un punto, pues si unimos () con <los 
puntos /1 y B de una recta p que uo pase por 0, las rc>cta.~ 

o it y 0 B ,,",taran en eI plano determinado por p y 0, 'Iue 
cortara al cuadro en la recta p', imal6"n de p, y de las ..""las 
en uumero infinito que"" encuentran sobre el plano ABO. 
pues todas ellas tienen a cste plano como plano proyectanle. 
Generalir.ando, podrlamos decir que nna curva Clluil'lui('ra df'l 
euadrof es la :i-magen de la..~ infinitas curV8S que se hallul1 so­
bre el cono que ticne a 0 como v-ertice y a la cnrva del cuadro 
eomo direetriz. 

POl" eonsiglliente, no basta conoecr la imagen de una fi­
gura del espaeio. para reeonstrui rIa: snn necesarios otros da­
tOlSf y segun Ja naturaleza de estos, Fie tienen los d.iferf'lJtf's. 
sistemas de proyecci6,z., de que se sirve la Heometria Deg,.. 
eriptiva. 

Una primers division serla: 
P1'oyeccion central, 0 ('..oniea, euando el centro 0 d(1 pro~ 

yccci6n estit a una di.landa dcterminada y finita del cuadro. 
Prayecoi()·n paralela, 0 ciHndriea, cuando el centro 0 de 

proyeooi6n esta en el infinito. 
En ambos sistemas hay elementos para Ia reCoDRtrueci6n 

<lei centro de proyecei6n: para eneontr"r las relaciones entre 
im"l6"n y objeto, se puede, en ambos silltemM, tamar cOmo da­
tos daB proyeeeiones diferentes del mismo objeto, 0 tomsr I. 
pl'Oyecci6n de las tres ari.tas que concurren a un mismo n;r­
tiec, de un cuba que sirve de comparaeion. 

Cuando son los primeros los dalos elegldos, y se combinan 
Call Is proyeeei6n central, se tiene la lotogrametria, que per­
mite reconslmir una fig-urs del espacio, partiendo de varias 
Iotografias del mismo objeto, que son alms tanlas proyee"io­
nes centrales; euando se los combina con la proyeeei6n para~ 
lela, se tiene el metodo de Monge, que utiliza dos proyecc:iones 
paraIelas dd mismo objeu) sobre dos plan"" que se eorlan en 
Angulo recto. 

Cnando son los segundo., eom binados con la proyeeei{m. 

7 

central 0 con la paralela, se tienen las diferent"" cla.cs de 
proyecci6n axonometrica. 

I,a proyecci6n eentral, de la cual es la perspectiva un (m!iO 

parlieular, represent. los objetos del espacio tal como los ve­
rIft un ojo im:n6vil; los rayoo luminosos emanados deJ objcto 
y 'Iue lIegan al ojo atraV'esaudo la pupila, forman aproximad,,­
mente una radiaci6n j que 0.1 atravesar las eapas refring('n~s 
del cristalino se inyierte, danoo sobre la retina la imagen in­
vertida del objeto. Cortando esta radiacion visuaJ Gon un plH.­
no, antes de que penetre en el ojo, se obtiene WIQ imagen ana- . 
loga a la que suministra 1a proyeccion central. 

Un inconvenienle de estc sistema de proyeeei6n es que los 
objetos no aparccen con StlS dimenslones reales, ni en sus vef­
d .. deras proporciones uno eon respocto al otro, pues todo de­
pende de su mayor 0 menor di,stancia al centro de proyecei6n. 

Dos recta,.<o; parslelas en la proyecCit111 centrEd no tienen 
pOI' imagen dos r.etas paralelas mas que cuando son paralelas al 
(uadro. En eual"uier otro caso, los pianos .. y,8 que proyeetan 
dOli recta..~ a y b, tienen un punto eomun 0, y por 10 tanto t(ln­
dram Wla recta comiin p, paralela a a y b, y que eortara n1 

cuadro en un punto P', llamado p"nto de fUila de laB dos 
rectali. 

Si desplazamos el centro de pJ'{)yeecion basta cl punto en 
el infinito de una direeei6n euaJquiera~ los pIanos proyectan­
tes a Y ,8 Be hacen paralelos y carlan al cuadro .cgUn reetas 
paralelas. POI' 10 tanto, en la proyecci6n paralela, IllS rect"" 
paralelas resultan, representadaa por reetas paralcla.., excep­
to cuando son paralelas a III direcci6n de I.. proyecei6n, en 
enyo caso ya hemos visto que cstan representadas POI' un pun­
to eada una. 

A (~aU8a de esto) las proyccc"iones paralelas dan mayor fi­
delidad en las representaeiones que las centrales, porIa cual 
llenan mas ventajosamente las nooesidades practieas del in­
gcnicro y del Il.rquitecto para la representaci6n de los oh­
jetos, y simplifican mucho los dibujo8 correspondicntes. 

To<ia proyeeei6n paralela de un paralel6gramo es otro pa­
naturalmente euando 8U plano es parale10 

a In. direcei6n de la proyeeei6u, en euyo C8SO se reduce a un 
segmento de recta: Ia8 proyeceione. paralelas de dos segmen­
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tos iguales, y de igual direcciim, SOn iguales y parolel .... pUei> 
81 estan en dos rectas distintast uniendo sus extremosJ se tie4 

ne un paralel6gramo, y oi eRtan sobre la misma reeta, unien­
dolos con olros iguales sobre otra recta paralcla, tendremos 
dos paralel6gramos que Y" sahemos se proyectan aegun para­
lel6gramos _ 

Eate rC$ultado puede goneralizarse diciendo: Cuando un 
dit'ide a un segmento de recta en una relaoiOn dada, 

111 imagen de esle pM.to, on cludquier proyecciO" paralela di­
't~'ide a la imagen del segmento en la misma relaciOn. 

La demostraeion se deduce del principia de Is seme,ianza; 
basta obaerv.r en Is figura L" que euando 11.11.', BB', CO' 
wn paralelas, se tien. 

A r; C' 

j 

Fi g. 1~ 

11.0 A'C' 

He B'C' 

En I" proyeeci6n central, por el contrario no pel'llumece 
lllyariable esta relaci6n, Bean las rcctas n y It' de la figura 
2, proycetadas amhaB deade 0, aSI os que puede tamarse a 
uu" cllalquiera de el1us por imagen de In otra, de tal modo 
que a los PUlltns A, B, C, D, de uua de ellas, corresponden 
100 puntos A', B', C', D' de III otra: sean It y It' las perpen­
diculare. tr",ad"" deRde 0 " las dos rcetas, Be tiene eviden­
temente ~ 

-;- n 

fi g. 2~ 


AB AD ! AB. h ! AD. h AOB AOD 
-- = -----------, -- = -- : _.--­

BO DC lBC. h IDC. h BOO DOO 

lAO. OB. sen AOB 

t OB. OC. sen BOO 

11.0. sen AOD 
--~-~---,,~-

OC. sen DOC 

tAO. OD. sen AOD AO. oon AOB 

II DO. OC. sen DOC OC, sen BOO: 

sen AOB sen AOD sen A' 0 B' 

sen BOC sen DOC sen B' 0 0' 

scn A' 0 D' A' B' A) D' 
-

sen D' 0 0' B' C' D' C' 

10 que demostr"ri" que en la p,'oyeccion central, queda inva­
,-jable la "elacion anarm6nioa de cnalro p,mtos. 

II, LA PROYF~(lmON AXONOMETRICA P ARALELA· OBLICUA 

§ 1) De las eonsideraeiones anteriores se deduce inIn'" 
diatameJ1te el metodo general de eonstrucci6n de Is proyecci6n 
axonometriea paralcIa. 

Bupongamos que hubieramns logrado representar las Ires 

aristas 0 X, 0 Y, 0 Z, que salen de un vertice 0 de un cub<>, 


I por sus imagcnes cn un plano, y sean 0' X't O'Y', 0' Z~) 


estas Nlpresentaciones. Exeluim08 por ahora el caSO particu­
I 
lar de que tres dc los euatro puntos 0', X', Y', Z', ""ten en 
Hne. recta. 

I . 
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Las tres reel"" 0 X, 0 Y, 0 Z, 1:,., podemo, considera. co­ X J; tomemos sobre 0 X, el segmento 0 P x, que se trata() I 

mO ejes de un sistema de coordenadas cartesian .., l'ertangula' de reducir\ y tracemos la X X' y su paralela P x P' X : se tie­

res. Para representar ahora un pnnto P (malquiera del espa~ ne la magnitud buscada 

clo, en eI presento sistema de proyeecion, necesitaremos tra­

mr desde P las perpendiculare. " los tres "jes de coordena­ X' OP's: 

dHto>. Sean (,,,tas perp('ndieulares {I) S 8lli:llogamcnte 


];'1'''; PPy: PPz, = OP'y z' 0 P' z. 

~. la... ires eoordenadas scran entonces ~ Si ahora tomamos sobre las imagenes de los Ires ejes (Fi. 
}.'11ra 4&) las nHlgnitudes x', y', y z'~ llegaremos inmcdjata~ 

"=op,,: y~"Opy: z= 0 Pz, 

'1.'J.~l problema consiste ahora en encontrar sobre las tres 
rf~ta~ 0' X'; Oly~; 0' Z', Ia representaeion P'x, P'y, P'z., 

p~
de los tres puntos Pl<, Py, Pz. , 

flasimdonos precisarnente cn las Obscl'vaeiones preliUlina~ 
, 

res, podremos poner que '')P' 
O'P'x O];'x O'P'y OPy 0'];,'. or, o'l":'l p' X 

. ~~~- -~- , j ....
'-" 

./
Oy O'Z' OZO'X' ox 0'Y' 

Y' 
~ 

de doude podremos dedueir los valore. reducidos de las tres 


coordenadas x: y z. Pi!1. 4.1. 

Para hacerlo griificamente, (ver Pig. 3") (o,,",emos un Beg· 

mente, por el trazado de las recta.. paralclas indicadas en laY Zr-- •• 
X -... ,_~_. X' '..••• p, I _'. -'-" '. Z' figura, a determinar la imagen del punto P. 

En general, se eligeu los datos de modo que las magnitu· pJ··-.----7P~V{.... '. y" \-"'4 des :c', y', z', Hamadas llYfl,gitudlJS reducidas. sean efectiva­~ ~ . p~ >" mente menores que las rcales x, y, Z, pero no es absolutamentc 
l ",'" 

- "I,". 0 
V 

.. " -li necesario. En las figuras estan indieados los dos caBO/! po·
;(( 0::1 ..O ' , sibles," . 

fjg.3~ 
§ 2) Repitiendo UIl sufieiente numero de Ve<)es las ope­

ment.o 0 X Y por 0 tracemos una recta con Ulla direcciiin raciones indicadas, se pneden representar cuantos PUlltOS Be 
cualqlliera 0 X', sobre la que llevaremos un segmento iguaJ a quieran y obtener as! la represelltacion emupleta de 11lli!. fl·t gura .spacial. Pero bajo esta forma, "I iUetodO resulta largo 

(I) POT diflcultades tiposznlficas, se escribe P.r en vez de pooer la x en sub­ ~ incomodo: seria conveniente buscar entre In figura final 
indice como se ....e en la figura. 

. .. .1 
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y las lineas auxiliares, algunas relaeiones que economizaseno 
linea.s de eonstrl1ceion. 

Primeramente, podemos por seneillez, snponer que el 
cuadro sea paralelo al eje de las z; tendremos entoDces 0' Z' 
19ual y paralelo 0 Z, con 10 cual desapareee In rednccion de 
la' coordcnada z. La simplificacion de Ia reduccion que deb" 
hacerse sobre las otras eoordenadasl se ve inmediatamente so­
bre I" figura 5. 

r 
'. 

l., 

0' 

/' , 
 y, -­
, ;' -- Sal: ,/ fi~,.. ...~ 

Este metodo ha sido rericntementc desarrollado por Be­
yel e.n un trabajo publieado en los ,1"chiv. {iir .Va/h. "na 
Phys. Vol. 4, pag. 237. 

Como se ve, Ae Uega eon csta proyecci6n paralela deri­
vada oe los ejes de eoordenadas, (y que por eso se llama ","0­

1wmMrica.,) a haeer depender todo de la representacion pre­
via de tres segmcntos 0 X, 0 Y, 0 Z, perpendieulares entre 
aI, e invcrsamente, a reconstruir los tres scgmentos. dadas 
sus imagenes. 

Para esto se utili,a 01 tcorcma de Pohlke, sobre el Cllal 
ha eserito un estudio Fr. Schilling, pUblieado en 81 Z tsehr. f. 
M<>th. u. Phys. 48, 1902, pall'. 487, con el titulo Ober den 
PohlkesGhen Satz. EI emmciado del teorema es el siguiente: 

Tres .egrllcuta. 0 X, 0 Y, 0 Z, en un plano, que p(>'l"ten 
de un miHmo punto OJ pueden seT considerados simnpre comd 

euafro puntas 0', X\ Y~, Z', pued-en ltallorr:Je ell linnl tecta: 
La solucion gent'!'al da cuatro sistemas de ejes, de todos los 
(;uales, el 0', X\ Y\ Z', es una proyccci611 paralela, que pot-" 
dcsplazamiento paralelo en la direccion de In proy,",.i"n, nl} 
puede transformarse en otr8. 

Est. teorerna ha tenido hasta ahora simplemente un va­
lor teorico, pues ell la practica, 1a reconstrucclon de 0 X Y Z" ,t partiendo de 0', X', Y', Z', es en el caao general, demasiado. 
complicada. No In. demostraremos, limitandonos a easos par~ 

tieulares en que La solueion mmediata es partieularruente ad­
seqllible. 

§ 3) fjru; eonstrucciones anteriores valen para cnaJquier­
proyeeei6n axonometrica paralela; tratemos ahora cl caso par­
ticular de Ia proyecci6n a.xonometrica paralela oblicna: tom('­
mDS el cuadl'o ° plano de pl'oyecci6n paralelo ados ejes Co­
ordenados, por ejemplo, a los de Ill. X y de las Z. EI l'esulta­
do de esta proyeeei6n sera una proyecci6n oblieua, en Ill. eua.!: 
aparecen todD. los segmentos paralelos aI plano X 0 Z en su 
verdadera magnitud: uniearneute los segmentos con Ill. dire<>­
cion del oje 0 Y apareeen aumentados 0 disminu!dos todos en' 
]a misma relaci6n; en general se elige In direcci6n de Ia pro­
yeecion de tal manera que no hays. Dingun alargamiento. 

5M 

6
I<~n estas condiciones, la figura se transforma en la 

8 
; en esta ultima, Be tiene: 

O'X' = OX; 0'2;' '=" 07.; O'p1X -'"" X ;IPxPlz 
~P'P13-=z;orz'=o!y .... OYj 

tornando sobre 0' Y, 0' P' y '"" y, y trazando P' y P' y pa­
ral".!a a Y Y' quoda terminado el punto P' y con el cual po­
drem,)!; obtener la imagen .P' del punto P. 

Otl'a eonstruccion del punto P' seria Ia siguiente: deade· 
0' P'x '= X 1 trazar P>x P'z '""'" Z, y P'X pOl} = y: trazar por 
P'x la paralela P'x p. a 0' Y', y desde P, la paralela a Y·Y', 
qne corfu a Ill. anterior en P", de donde trazamos finalmente. 
la PJ3 P', igual y paraleln. a ptx pnz.,I 

la p",'yeGcion paralcla de Itn sistem" de Ires segmcMos 'gll.g,­ § 4) Esta deducci6n de Is proyecclOn oblieua, conduce 
les y perpenilicltUwes elltre sf., 11 d01uie a !f) mas, Ires de !os inmediatameute al mecanismo de la construcci6n, pel'Q geo­

metcicarnente es poco intuitlva. Para obtener un ~oncepto> 
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ma. profuudo de 111 signifieacion de las lineas auxiliares de 
.esta coru;truccion, utilizaremos la observaci6n de que la pro-

Z''--- ........ , 

'­

i 

, I t--~ ,
.7'T/X 

I 

':1/
I 

/ 

, ---- ,/ 

YFig. Ga 

,yeeei0n paralela de un objet" no cambia euando el cuadra se 
.(Iesplaza paralelamente. HagamoH entonees cOlloidir el eua­
·dro eon el plano X Z: las imagBnes de los punto.s de estc pIa­
no son identica. con el original, y pueden por 10 tanto, ser 
designadas como tales. Las proYee<liones oblicnas de los otros 
puntos del ospacio, las indicamos en Is fignra 7" con el sub-

z 
-.71 

,/
/" 

, 
p " 

pili//'r--­5, 
I I '2 , 

I 
j 

P.IXx , I 

I rI 

t 
y Fi3·7~ 

lndice s. El pic de la perpendicular trazada desde P a x 7:. 
() proyeccion nrtogonnl de p~ la llamamos pn: el pie de la per­
pendicular desde P al plano X Y 10 designaremos em, P', 
para mayor eoucordancia COll notaeiones eOlllwunentc emplea~ 
das en el metodo de Monge. Su proyecci6n oblicua sera P'g, 
analogamente, lIamando P'" Is proyeccion ortogonal de P s"­
bre e1 plano Y Z: su proyeccion oblicna sera P'''s. Bn h~ 

fignra '". 0 Y os la verdadcra magnitud de 0 Y; ademas 
o Px~x; PxP' y; P'P'. paralolo a YYs; PxP's pa­
ralelo a OYs: P's Ps igual y paralolo a Pxl'" z. 

Como so Vel pue<ic reprp,s;:;nturse eada punta por medio de 
sus coordenadas cuando ya hay en 01 plano de la figura un 
solo elemento 0 Y representado. Es evidente que segun la 
direccion de proYe<!cion que se clija, eada punto arbitrario 
Ys del (:uadro, puede eonsi<ieral'sc como proyecei6n de Y. 
Para eso basta, de..r;pues de turnar arbitrariaulf'utc YS I hacer 
a Y Y s. direeciiin de proyeeeion. 

Este es el re.ultado principal contenido ell el teorema 
.(Ie Pohlke para el easo tratado. Supongamoa que noa haya 
sido dada la dire<,ci6n l de la proyeeei6n, (que no debe ser 
perpendicular al plano del cuadro), por BU lingulo w, forma­
do con este, (miixima pendiente), y por la proyeccion ortogo­
nal l" de uno de los rayos de proYe<!cion, I, la que obtendro­
mos proyectando todos los puntos del rayo sobre 01 plano del 
euad.ro: w es el meuor ilnguJo entre I y l". TlM proyecciones 
ortogonales de todos los ray"" proYe<!tantes, son paralelas 0 

ignales entre SJ, y por In tanto ignales tambien a I". 
Las proyecciones oblicuas de t"das las perpendiculares 

al cuadra son paralelas a 1". Para proyectar ahora a 0 Y, 
traeeruns por 0 la paralela a I", (vel' Fig. 8"), y por 0 
la perpendicular 0 Y 0 a 0 Ys, tomando un scgmento 0 Y 0 

= 0 Y _ Trazando ahora por Yo la paralela a I" que forma 
un angulo igunl a 1:0 (~on tn, encoutrarA a OYs en Y's. La 
misma figura, permite segujr 180 eonstrucci6n necesaria para 
rcconstruir In dlrecci6n de proyecci6u 1 cualldo se eonoce la 
longitud 0 Y, Y la proyecci6n 0 Y's de 0 Y. 

§ 5) PodeIlli»l prcseindir del sistema de coordena<ias, pues­
io que 0 Y puede ser cualquier perpendicular al plano del 
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-tonces rrpresentl1l' un punto par su proyecclOll ortogonal P'
cuadro y puedp entonet's aplicarse el proeedimiento indica­

y su distancia al cuadro P P' que ser{l a la vez Sll ordenada y.
do en la :B'ig. Ha a (~adu uno de los puntns Y. 

§ 6) Si 80 qluslera de estrl manera representar una fi­
gura pOl' un gran nllmero ae puntas) el procedimien to seria ,r demasiado lento y minueio$o. Para £acilitarlo. y haeerlo mas 
priwtieo, ~e clige una dirt>cciJn de proyeeei6n cOllvenientc, de{s . 1'\ · 

2 	 tal modu que la rclad()ll ,1,. In. distaneia ul cuadro P P'\ aI ,ur I , 
ht dist.ancla aI:Jarente Ps P", sea un valor facil de eonstruir,W 
pOl' cjemplo, 1, PUf'sto qne6"! 

, 
)10 l 

p.'W' 
X 

p p" : Ps p" = po P" ! Ps PI' = tang, "" Ps 
>; 	 ..wIo depende del [mgulo 11', e~tll cscala de rcdueeion entre las 

fig 8 a 	
distancias (verdaticl'u y apru'pnte) al eundro, es la misma pa~ 
ra todos los puntos. y si ;Hlmitimos qne l~S 19ual a t, se tie­
ne 8ellcillamente que P" Ps p,.,s paralela a i" e igual a iSea por 10 tanto P un punto cualqniera situado delan­

.Y t P P"; estc result",10 es part;eularmente (Itil cuandote deL cURdre y P" su proyeccion orlogonaL sobre este. Tra­
sc ti'ala de distanciml tIut> haya que llledir it llna ese:llu de­cemos por P" 18 paraLela a la direcei6n I" y obtendr.mos aSI 
ter1ll1nada.un lugar geometricD para La imagen Ps de P. Sobre esta rec­

ta, levantemos en P" la perpendicular P" po y, y traee~ 

mos por P' la paralela a I', que encontrara a la paralela an·· 
terior en el punto Ps. En Ill, Fig. S", a Is cual nos rcferim"", § 7) Para La representaeion de objetos ar'luitMtonieos 
podria considerarse al punto 0 como proyeccion ortogonal de· (', de las construccionCSr se dan comunmf'..nte las proyecciones 
Y, y d""ignarlo por Y': Si la direc<lion de la proyeeeion obLi- ortogonales de los puntos principales sobre un plano hari­
eua fuera perpendicular al cuadro, (CRIlO que bemos CXciUI- zontal, que supondremos spa 01 x y. 
doL se tendria Ps identico a P", Propollgamosnos ahorn el eRS0 g(~nerRl de utilizar esta 

Si para alunentar el relieve se dibuja tic nuevo en la fi- proyecci(m 0 planta par;, hallHf It\ proyecei6n oblieua de una 
gura a que nOR referimos, el sistt>ma de ejes~ se tendra P" Ps figura poligonal del plano tr y, por ejemI)lo. de un cuadrado. 
paralelo a 0 Ys; P" Px 1 perpendicular al ejc X; Y Ps P's Para mayor claridad. tomemos en dieho plano ;)) Y llna recta 
igual y paralelo a P J ' P;;c. '/I paralela a :.r, y que encuentre a.l cje y en Y; y ademas una 

J;a misma figura, mues!ra tambien la representacion de . paraleLa w al oj. y, de.manera que el cuadrado a representar 
un punto Q situado en el espaeio dctras del cuadro, y que 1 resulte compl'endido ell 01 reotangnl" :r, 1/., )f, w. Represente­
de intcnto 10 heJllos elcgido diapuesto simetrioamcnte al P, I ""OS primero, (l"ig. 9'1, el punto Y y tracemos por la 
respeeto al cuadro. t recta ", paralela a J\ Sea T la in(crSBecion de UJ cou Xi w. 

Puesto que en la enseiianza, la pizarra 0 cuadro se uti~ ra~nra por est/? punto y ;.;era paralela a 0 Ys 
liza como plano de proyeeeion, La di.tanei" de Ull punto al R"lJat'llIos ahora "I plano de las '" y, alrededor del cje 

,bo, " ,00,_"" ~., w d"~" " N.doo. Pod~", N~ I '" ,,, <. ,.... "," 00'''''''' 00, ,'m. '"d ,. ,. O",m 

Wt. 	 ". 
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fig 9~ 

\'ntollces Y', u', w' seniTI las nuevas posiciones de l', 11, IC. 

E} cuadrado Ii. representar~ At B 1 C' D" estara en el rebatl­
mien to, tal como Be hulla. en au verdadera posicion respecto 
a 	:x y. 

8i M Y N son las intersecciones de A} D' y B j C! COIl 'it, 

Y M' N' sus rebatimientos r S{l tendra. que las rectas ,U JI J} 

NN' e Yl" Heran paralelas1 10 mismo que las MsM', ,YsN', 
Ys Y', con 10 cual qued .. r"" determinados Ms y Ns sobre 'it., 

Podcmos a.hora seguir determinando las proyecciones de 
las reDias A' D' y B 1 C' utillzando Sill:! intersecciones P y Q 
(>on el cje x: sus jmagenes Beran P Ms y Q Ns. Puesto que 
las reetas A A', M M', II II', N N'. C C' y D D' .on t"das para­
lelas, e.taran tooM elias inclinadas de 45" respooto a los pia· 
DUH de IaK x y y x Z, Y pOT consiguiente tambien estaran A's 
A" B'~B" C'sC\ D'sD', l\ISMt1 e YHY', con 10 que qne­
da":.m determillados A's, B'., C's y D's sobre P Ms y Q ::\s, 
respectiVaIHente. 

Tambil:'Sn so podra tener A' B' y fj) D', 0 reprcsentar los 
diagonales del cua.drado anaJogamentc como }\' D) Y B 1 C'. 
IJas dos COllstrncciones dehen hacersc, para controlar la t'xne­
titud del dibujo, 

Rste metodo da tam bien elementos para determinar A ·s. 
B's, C 1$1, n 'H. ~in el empleo de la recta 1L 

- HI-­

En Ia figura !;.la ~e ha supuesto que A' B' (;' D' fncra. 
la base de un cubo, cl eual ha sido tambien represcnta(io. 

§ 8) Como cualquier plano perpendicular al J: z, pued.. 
desempefiar el rol del plano x 1/, .1 metodo de cAlnstrueei6n 
anterior servjra igunlmente para eatos pIanos, por f'jernplot 
para el plano 1/',,I Supongamos querer reprcsentar una figura del plano y Zr 

y tomemos el caso particular de que sea Un cuadrado ABC D: 
rehatamos este plano alrededor del eje z hasta t,merio en el 
plano de la figura, haciendolo girar como la hoja de un Ii· 
bro haeia la izquiertla. (Ver ~'ig. loa). I'a nueva posici6n del 

--"'l~--- .;
" ~ p\ol\_,<t.7 
~L, 

. ''\ 1:!"!Qif'\, 

/ 

U'" J.2 

x 

:rs Fig lOa 

'--• ..Jy 
t:nadro sera An~ BJJ 

' C'" D)H que supondrcmos datla: Pues­
to que ahora tambien A.A.''', B B"', CO'" Y DTI'" son pa­
ralclas, si As, Bs, Us, Ds son las imagenes buscadas de ABU Dr 
se debera tener AsA"" panil('la con BBH 1H 

, Cs C P 
) y DsD"', 

Hsta dirocci6n 1a determ111aremos por medio de un scg­
mento 0 Y del eje Y rebatido, enya extl'emidad ocupa I .. 
posiei6n Y BY sabre f'l r>jc X ;: donde 

OY'" OY=OY', 

,eniendo Y en I .. 10a
, la, misma significaci6n que en las 

7' Y 9'. 
Como tambi~n A1'> A ~n os paralela a Ys Y ''!, In rcpreBell­
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tacion podra obtenersc de varias maneras: En 1& fig. loa se 
han utUiv.ado los puntas de intersc<'ci6n V H1

, W'" de )a rec­
ia A B con cl eje rebatido y y eon la paralola al eje z llevada 
POT yn': Las reetas VaV 1", Ysy~·) y \Vsw,n se han tra­
.zado paralelas, 10 mismo que las As An', y BsB'J1. 

E. conveniente que el lector, al esiudiar este ejemplo, 
""n.truya de nuevO la figura y observe las numerosas COnl­

probaciones que permitc la superdeterminaci6n de los puntos. 

§ !J ~ Como ya ht'mofol dicho antes, este meiodo puede apli­
.car:w a todo plano p~rpendirular al plano de la fillUra.. 

RI'" )I:\1)) ~ ~ l' (\"('1' Pi g, 11") un olano ell {'\.iit: .. cnndi­

fiS,118. 

cuya lado M" N" que so halla en 01 plano de la figu­
ra, t"s III proyeccibn ortogonal de M N: rcbatasc estc rcctall­
6"ltlo atrederlor de ),1'I~" sobre el plano del dihujo) 0 

.<1' Z, obteniendose as! un reetangulo ~f N~n 1\1 H congrm:>..n.te 
('(Hl f'l reetangulo dado (lue qneremos construir. Para esto, si 
:-\uponemos dado t:l redangnlo por sll imagen JIs Ns N" 1\1" 
y pOl' Ys Y'. nece.~tariamos deuueir de Ns N". la magnituu 
NN', Para eso, trat:'emoo N'N 1J paralcla a OY', y N' Ns 
paraipla a YsY': entonees, por 10 dieho anteriormente, ten­

"lremo... N'N" NN' y quedara detenninado NN"=N'N P 

eOll To enal se detennina el rebatimiento del rectangnlo, 

8i S es un punto eualqni(~ra del plano. de cstc rcctaugulo) 

dado por au imagen Ss, y s~ 811 rebatimif'.nto, tendremos S 

~r N y N N paralela. entre 81, y tambicn Sa S, Ms ~f, y Ns N. 
Tomemo8 ahora Sa sn parnlelo a Ns N", SP se halla so~ 

brc ~lrYN~'j traeemos S" S, paralelo a N" N; y 8 2 8, par-a­

lela a Ns N, con 10 eual se tendr" S, dedueido de Sa. Inversn­
m<'nto

1 
se YC eonto puede ohtenerse Ss dedueiendolo de S. Por 

"onsiguiente, cualquier Figura del plano del roctangulo, plle­
tIe representa,rse dedll(lj6ndolft del rchatimicnto: y :lllNloga­~- mente de' la margen puede re~ollstruirse la verdadera forma, 
.:lue 0S la que el rebatimieuto muestra. 

§ 10) Por eslos proeedimientos se ha presentado en In 
11' un rectangulo ABO D, situado en 01 plano M N 

N" M". Al mismo tiempo se ha supuesto que estc reetangulo 
fuers Is hase de un psralelepipmlo recto y re(ltangular. 

lola..;; cuatro aristas perpendjcularcs a este plano, son pa­
ralelas al plano del cuadro y a"arcceri'm en S11 verdadera mag­
nitlld: sus imagcncs seran perpendicula,res a ],1 J1 N", pues 
son paralelas a la normal al plano !I! N N" M" en el punto 
N", y esta nonnal ISC encuelltra en el euadro 0 plano de pro~ 
yecci6n. No hemos dibujafio la figura con el mellor numcro 
de construccion(~s posibles, sino todo 10 contrario, eon objeto 
de procurar controlt>s y verifico.ciones diversas para eada 
punto. ' 

Es ll1uy iitH conoc(~r difcrentes construeeiones para un 
mismo punto, pues a melluda resulta que una 'Cualqulf'ra dp 
elias no es practica ni aplicable, por la forma ° disposici6n del 
objeto a representar, tamano del papel en que Se dihuja, etc 

§ 11) 1Ja8 figuras 7' y S' muestran como puede deduei 1'­

se la proyeeeion oblicua de un punto P de ou proyeeei6n or­
togonal P", cuando se hn dado el rehatimiento de gU distan­
cia ttl cuadro en 10. {lireccion del eje de In.." z, 0 en la dirt~C­
cion normal a la imagen del eje de las y. En la Fig. 11' pucde . 
verse estc metodo en su forma mas general: s(' ha supuesto 
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dada In imagen Ms de un punto M, la proye"c;"n ortogonal 

~P', Y BU rebatirniento M" 1\1, en una direccion cualquiera. 
Estos datos, fijan naturalmente la rlirecei6n de I .. proyeeei6n. 

Para represent,,, ahora un punta cualquiera 8, cuya dis· 
tanc:ia a1 cuarlro~ Y, y cuya proyeccion ortogonal 8" son CO~ 

Docidas, bastarn tr"".sr S" S paralcla a M" M, e igual II '!J: 

las paralelas por S" yaM" Ms yaM Ms, se cortar{m en 
el punto Sa. 

H. WEBF.ll y J. WELLSTEIN. 


