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Nociones sobre la proyeccién

INTEODUCCION

Ciomo varlos profesores me han preguniade el sentido de las
“Noclones de Axonomelris” indicadas a1 final del § 3 del programa
de 40. abBo de Matemsgticas, psra las escuelins normales, he crefdo
serfa #til poner 4 su alecance un buen tratado sobre este punto.
Para ello solicité de mi joven amige el Profesor Ingeniero Hmilio
Hebuelto quislera tenper & bien traducir Ja parte correspondiente de la
Enciclopedia de Matemiticas elementales de Weber y Wellatein,
(ver programa, edicién privada, pdg. 3%; bibliografia 2.).

Presento pues a lg consideraclén ée los sefioreg profesores nor
males ¥ de o8 alumnoa de¢ ios cursps del profesorade dichs tradue-
citin; ella va precedida de consideraciones generales acbre proyes
ciones que el seflor profesor Rebuelto ha recopilado en una sinte-
sis clarfslma. Ademds, pars hacer mis inteligible ¢l texto, Ins no.
taciones alemanas han sido eambiadaw por las francesas, Mas uss-
das #nire nosotros.

T.os profesores fendrian ast un execelenie texto para ponerse bien
al corriente de Ia Axonometria, tan Gtil en geomeiriz del espacio,
desde gue en Axonometrin hacemos, casi todos los profesores, ias
Bguras en el pizarrén, gun cuabdo muchos Ias hapgan de instinto
m#a bien que por raciocinic o teoria.

Debo agregar gue cobeidero suficlente presentar blen a los
alpmugs de 40. afio ¢! contenido del Cap. I ¥ del Cap. I § 2ys
¥y servirse de ellos pars hacerles comprender en gué conslste
propiamente e dibujo en el pizarrén. No creo sga conveniente re-
cargar tort el total de esta tradueclon a la onsefianza, pero 81 creo
muy Gill que cada profesor trate de asimiifrsela. L.e permitird de
ver en cuando indicar a sus alumnos cémo hace él izs figuras es-
teoroméiricas v el por gué de la conptrucclén. Asimismo podrdn de
ttempo en tiempo hacer exponer y discutir por los alumnos y fu-
turos maestros y profesores, lag razones que les pufan al dlbujar so-
bre ¢l plzarrén figuras en el espacio, ¥ determinar, aun cuando sdlo
aproximadamente, las verdaderas dimensiones de los cuerpos re
presentados.

Degeando haber asi contestado & la preguntas que se me diri-
gieron, me gueda agradecsr al sefior Profesor Ingenisre Emillo Re
buelto su importante colaboracion al mejoramiente de nuestra en-
seftanza matemitica.

Jorge Duclout.
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|, — GENERAIIDADES S0BRE LAS PROYECCIONES

La Preyeccién axonomélrica, 0 més brevemente, la Axo-
nometsia, ea uno de log tantos métodos de que dispone la Geo-
metria Deseriptiva para conseguir su objeto, de representar
las figuras del espacio sobre un plano, {que en todo lo que &i-
gue lo Hamaremos el cuadre} v de modo que a los puntos de
una recta del espacio, le correspondan en Ia imagen, los puntos
de oira recta.

Estas representaciones, se obtienen por proyecciones; se
considera un punto fijo O, {que en todo lo gne sigue lo Hamare-
mos &l cenfro do proysceign ), exterior gl cuadro, ¥ que puede
también ser el punto en el infinito de cualguier direecién.
L& recta que une un punto I del espaecio con el centro de pro-
veccifn, se Hama raye proyecianie v ol punto T’ en que ¢l ra-
yo proyectanie corta al cuadro, serd la imagen de P, o la pre-
yveceldn de P sobre el cuadre.

La imagen del centro de proyeeeidn, cs siempre indeter-
minada, pues corresponde al enso en que el punto P coincide
con O: la recta O P, queda evidentemente indeterminala.

Cada rayo provectante, dia una sola imagen de un punto,
pero en realidad proyeeta el infinito niimero de puntos que
s¢ encuentran sobre él; v a todus estos, les corresponde una
misma imagen en el cuadro, que es la traza o interseecién del
rayo proyectante con el enadre. Inversamente, a todo punte
@’ del cuadro, le pueden corresponder en el cspacio el infi-
nito nimero de puntos de la recta 0 Q.

Puede preveerse, con estos simples observaeiones, que la
representacion del espacio sobre el plano, no puade ser uni-
voea. 8i upa recta contiene un namero infinite de puntos, ¥y
un plane un nimero infinito de reetas, {que serfan las perpen-
dieulares 2 una recta en cada uno de sus infinitos puntos),
resulta gue el plano eontiene un nimerc doblemente infinito
de puntos: anflogamente, el espacio econtendrd un némero
triplemente infinito de pontos. La representacién de astos
puntes, en niimero triplemente infinito, por medic de los do-
hlements infinitos puntos del plane, haee que a eada punto del
plane, le correspondan infinite nimere de puntes del espasio.
La Geometria Deseriptiva, tal como estd hoy eonstituida, cum-
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ple esta condicidn, pero de tal manera, que los infinitos pln-
tos del espacio que se eorresponden con un punio del plano,
estin todey sobre el rayo proyectanie que pasa por este punto,

Los rayos proyectantes son las finicas rectas del espacio
cuya imagen se reduce a un punto, pues si unimos ¢ con dos
puntos 4 y B de una recta p que no pase por O, las rectas
0 4y O B estardn en el plano determinado por p ¥ 3, que
cortard al eusdro en la reeta p', imagen de p, ¥ de las rectas
en ntmero infinito que se encuentran sobre el plano A B O,
pues todas ellas tienen a este plano como plano provectante.
Generalizando, podriamos decir qne nna curva eualgniera del
cuadro, es la fmagen de las infinitas curvas que se hallan so-
bre ¢l cono que ticne a @ eoma vértice v a la enrva del enadro
como direglriz, .

Por eonsiguiente, no basta conocer la imagen de una fi-
gura del espacio. para reconstruirla: son necesarios ofros da-
tos, ¥ segin la naturaleza de estos, se tienen los diferentes
sistemas de proyeccidn, de que se sirve la Geometria Des-
eriptiva.

Una primera divisidn seria:

Prayeccign ceniral, o conica, euando el centro O de pro-
yeeeidn esth a una distancia determinada y finita del cuadro.

Proyeccion paralela, o eilindrica, enando el eentro O de
proyeccién estd en el infinito,

En ambos sistemas hay elementos para la reconstruccitn
del centro de proyeceién: para encontrar las relaciones entre
imagen y objeto, se puede, en ambos sistemas, tomar como da-
tos dos proyeeciones diferentes del mismo objeto, o tomar la
proyeccidn de las tres aristas que comeurren a un mismo vér-
tice, de un cubo que sirve de comparacién,

Cuando son los primeros los datos elegidos, ¥ s combinan
con la proyeceidn central, ze fiene la fotegrametria, que per-
mile reconstruir una figura del espacio, partiendo de varias
fotografias del mismo objeto, que son otras tantas proyeccio-
nes centrales: cuando se log combina econ la proyeceién para-
lela, se tiene el méfodo de Monge, que utiliza dos proyeeciones
paralelas del misme objeto sobre dos plancs que se cortan en
Angule recto,

Cuande son los segundos, combinados con la proyeceiin,

o et

central 0 con la paralela, se tienen las diferentes clases de
proyeccion aronomélrica,

Lia proyeeeifn ecentral, de la cual es la perspective un caso
particnlar, represenia los objetos del espacio ial como los ve-
ria un ojo inmdvil; log rayes luminosos emanpados del objeto
v que llegan al ojo atrawesando la pupila, forman aproximada-
mente una radizeién, que al atravesar laz eapas refringentes
del eristalino se invierte, dando sobre la retina la imagen in-
vertida del objeto. Cortando esta radiacidn visual con un pla-
no, antes de que penetre en el 0o, se obtiene una imagen ani- -
loga a la que suministra la proyeeeién central.

Un inconvenienie de esic sistema de proyeccidn es que los
objetos no aparecen con sus dimepsiones reales, ni en sug ver-
daderas proporciones uno eon respects sl ofro, pues todo de-
pende de su mayor o menor distaneia al centro de proyecsidn.

Dos rectas paralelas en la proyecceidn eentral no tienen
por iimagen dos rectas paralelas mis que cuando son paralelas al
cpadre. En eualguier otro caso, los planocs ¢ ¥ # que proyectan
dos rectas ¢ y b, tienen un punto comin O, y por lo tanto ten-
dran una reeta comin p, paralela a ¢ y b, y que cortard al
cuadro en un punto P, lamado punte de fuge de las dos
reotay.

8i desplazamos el centro de proyeccién hasta el punto en
el infinito de una direceién eualquiera, los planos proyectan-
tes o ¥ & se hacen paralelos y cortan al euadro segin rectas
paralelas. Por lo tanto, en la proveceién paralels, las rectas
paralelas resultan, representadas por reetas paralelss, excep-
to cuando son paralelas a lg direceién de la proyeceidn, en
ruyoe ease ya hemos visto que estin representadas por un pun-
to cada unpa,

A ecausa de esto, lag proyecciones paralelas dan mayor fi-
delidad en las representaciones que las cenfrales, por lo cual
llenan mdas ventajosamente las necesidades prhcticas del in-
geniero y del arquitecto para la representacién de los ob-
Jetos, ¥ simplifican mucho los dibujos correspondientes.

Toda proyeceion paralela de un paralelégramo es otro pa-
ralelégramo, salvo, naturalmente cuando su plano es paralelo
a la direccién de la proyeceitn, en cuyo ecaso se reduce & un
segmento de recta: las proyeecionos paralelas de dos segmen-
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tos iguales, y de igual direceidn, son iguales v paralelas, pues
sl estan en dos rectas distintas, uniendo sus extremos, se fie-
ne un paralelégramo, y s estin sobre ia misma reeta, unidn-
dolos con otrog iguales sobre oira rects paralels, tendremos
dos paralelégramos que ya sabemos se proyectan segiin para-
lelbégramos.

Este resultado puede geperalizarse diciendo: Cusundp un
punfe ditide a un segmento de recta en wuna relacidn dada,
in imagen de este punlo, en cuelguier proyeccidn parglele di-
»ide o Ia smagen del segmento en la mizma relacion,

La demostracidn se dednce del prineipio de la semejanza;
basta observar en la figura 1" que euandse AA', BB, OC'
son paralelas, se tiene

Fig. 12

A ATOY

BC B

En la proyeceidn central, por el econtraric no permaneee
mvariable esta relacién. Sean las rectas w y u’ de la figura
2, proyectadas ambas desde O, asi s gque puede tomarse a
una cualquiera de ellas por imagen de la otra, de tal modo
gue a los puntos A, B, C, D, de una de ellas, corresponden
los puntos A7, B°, (", D’ de la otra: sean % y %’ las perpen-
dienlares trazadas desde O 4 las dos rectas. Se tiene eviden-
temente:

AB AD AB h %AD h AOB’AOD

BC DC 3 BC.h 3DC h BOC DOC
} AO. OB. sen AOB _} AO. OD. sen AOD _ AO. sen AOB

$ GB OC. sen BO(/ %I}O OC. sen DOC O, sen 80{“‘
AQ, sen M}}D sen A()B sen AOD _sn A OB _

OC., gen 1)0(] sen BOC sen DOC sen B’ o
sen AOD A& B’ A’ b3

sen 3:)1 0 C? - B! (‘}3 D! CS

lo gne demostraria que en lo proyecoidn cemiral, gueda inva-
riable lo relocién anarméwica de cualrs puniss.

IT. - LA PROYECGOION AXGNOMETRICA PARALELS. OBLICUA

§ 1) De las consideraciones anieriores se deduce inme.
distamente el método general de construceidn de la proyeceidn
axonomeétrica paralela.

Supongamos que hubiéramos logrado representar las tres
aristas O X, OY, OZ, que salen de un vértice O de un cubo,
por sus imgenes en un plane, ¥ sgean O'X?, VY7, 0172,
estas representaciones. Hxeluimos por ahora el caso partick-
lar de gque tres de los euatre puntos 0, X7, ¥, Z°, estén en
linga reeta.
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Las tres rectas O X, OY, O Z. las podemos considerar co-
mo ejes de un sistema de coordenadas cartesianas rectangula-
res. Para representar ahora un punto P citalquicra del espa-
¢io, en el presente sistema de proyeceifn, neecesitaremos tra-
zar desde P las perpendiculares a log tres cjes de coordena-
Q. Sean ostas perpendieulares (1)

PPx; PPy: PPs=.
v las tres eoordenadas gordn entonces
r—0Px: y==0Py: z=0Fz

i problema consiste ahera en anconirar sobre las fres
rectas 07 X' 07X 0’ 7’, la representacién P'x, Py, Pz,
de los tres puntos Pz, Py, Pz.

Rasindonas precisamente cn las observaciones prelimina-
res, podremos poner gue

0'P'x OPx O'FP'y 0Py O'P'z OPxz

orxr 0x oy Oy o'z OZ
de donde podremos deducir los valores reducidos de las tres

eopordenadas z, ¥ 2.
Para hacerlo graficamente, (ver Fig. 3%} {oremos un seg-

Heweo.

mente O X ¥y por ¢ tracemos una recta cém Una direceidn
eualquiera O X, sobre la que llevaremos un segmento igual a

{1} Por dificultades tipugraficas, se eseribe S en vez de poner la » en stb-
ipdice comin se ve en la figara.

i Bl

O’ X7 tomemos sobre O X, ol segmente O P x, que se trata
de reducir, v tracemos la X X' y su paralela P x P'x.: se tie-
pe la mapgnitnd buscada

K, J— O }:) ¥ x
¥ snalogamente

v =0Fy 2 == 0Pz

& ahora tomamos sobre las imagenes de los trew ejes (Fi-
pura 4} las magnitudes z’, ¥, ¥ 2, legaremos inmediala-

2!

Fig. 42

mente, por el irazado de las rectas paralelas indicadas en la
figura, a determinar la imagen del punto P

En general, se eligen los datos de modo que las magaitu-
des z', ¥’ 2’, Uamadas loagitudés reducidas, sean efeciiva-
mente menores que las reales &, ¥, &, PEro DO €5 ghsolatamente
necesario. En las figuras estin indicados los dos casos po-
sibles.

§ 2) Repifiendo un suficiente nimero de veces 1as ope-
raciones indieadas, se pueden represenfar cuantos puntos se
quicran y obtener asi la representacién completa de una fi-
gura espaeial, Pero bajo esta forma, ol método resulta largo
e ineémodo: seria convenienle buscar cantre la figura final




¥ las lineas auxiliares, algunas relaciones (ue esonomizasen
lineas de construceitn.

Primeraments, podemos por ssneillez, suponer que el
cuadro sea paralels ul eje de las 2; tendremos entonces O’ 27
igual y paralelo QO &, con lo eunal desaparece la reduecién de
la’ coordenada 2. La simplificacién de Ia reduccién que debe
hacerse sobre las ofras ecordenadas, se v¢ inmediatamente so-
bre la figurs 5.

L
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P T P"
Y. = = X
"\ 7 x
- ~ - -
.. \\ . e
.. X' ‘»’ .
N e ‘..r’
" -
~‘ 3‘: “"/ F‘ 5&
N ig. 9
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Este métode ha sido recientemente desarreliado por Be-
vel en un trabajo publicado en los drehde, fiir Math. und
Frys. Vol 4, pag. 237.

Como se vé, se llega con esta proyecaidn paralels deri-
vada de los ¢jes de coordenadas, (y que por eso se llame axo-
apmétrige,) a hacer depepder todo de la represeniacidn pre
via de tres segmentos O X, OY, OZ, perpendiculares entre
8i, ¢ inversamente, a reconstruir los fres segmentos, dadas
sus imagenss.

Para esto se utiliza el teorema de Pohlke, gobre el cual
ha eserito un estudio Fr. Schilling, publicado en el Zischr. f.
Math. u. Phys. 48, 1902, pag. 487, con el titulo Uber den
Pohlkeschen Sutz. El enunciade del teorema a5 ¢l siguiente:

Tres segmentos O X, OV, O Z, en un plano, gue parien
de un mdsmo punto 0, pueden ser considerados stempre comd
ln proyeccion parglela de un sistema de fres segmentos tgua-
les y perpendiculares entre si, ¥y donde a lo mds, tros de los

cuatro puntes ', X°, ¥', 2, pueden hellarse ¢n finca rectar
La selucién gencral da cnatro sisternas de ejes, de todos los
cuales, el O, X7, Y', 27, 3 una proyeccién paralela, que por
desplazamiento paralelo en la direccidn de la proyeccidn, no
puede trapsformarse cn otra,

Este teorema ha tenido hasts ahora simplemente un va-
lor tedrice, pues en la préecties, la reconstrucceién de O X Y 7,
partiende da (°, X', Y, Z’, es en el caso general, demasiade
comaplicada. No la demostraremos, limiténdonos a cases par-
ticulares en gue la solueién inmediata es particularmente ad-
sequible .

§ 3) Las construcciones anteriores valen pars cualguier
proyeecidn axonométrics paralela; tratemos ahora el casc par-
ticular de la proyeceién axonométrica paralela oblicus: tome-
mos el enadro o plano de proyeceidn paralelo 8 dos ejes eo-
ordenados, por ejemplo, a log de la X v de las Z. Kl resulta-
do de esta proyeceién serd una proyeceidn obliova, en la cual
sparecen todos los segmentos paralelos al plano X O Z en su
verdadera magnitud: dnicamente los segmentos con la diree-
cidn del eje O Y pparecen aumentados o disminuidos todos en
la misma relacién; en general se ¢lige la direceidn de la pro-
yeceidn de fal manera gue no haya ningin alargamiento.

Fur estns condiciones, la figura 5* se transforma en la
6*; en esta viltima, ge tiene:

OX =0X; OO0 =0F,; PPy = x; P xP'x
= P, =2; 0% == O'Y = 0Y;

rakela a Y'Y’ queda terminade el punto P’ ¥ con el cual po-
dramos obtener la imagen P’ del punto P.

{Otra construccién del punto P’ seria la siguiente: desde
O'P'x ==X, trazar P'’x Pz=Z, ¥y P'x P°, == y: trazar por
P’x la paralela P'x P, a 0’ Y", y desde P, Ia paralela a Y°Y',
gne corta a la anterior en P, de donde trgzamos fimalmente
la P’y P°, igual y paralels a P’z Pz

§ 4) Esta deduccién de la proyeccién oblicua, conduce
inmediastamente al meeanismo de la eonstruceién, pero geo-
métricamente es poeo intmitiva. Para obtener un concepio
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més profundo de la siguificacion de las lineas auxiliares de
<sta consiruecidn, utilizaremos la observacién de que la pro-
z?

Rt

\\ p;
9/

;Q.'....m_,., ..Ez:_:)(‘
B R /

| /
yf
! 3 K
=P,

m«—-""’Ml‘

fig. 62
yeeeidn parslela de un objete no eambia cuando el cuadro se
desplaza paralslamente. Hagamos entonces ecoineidir el cua-
dro con el plano X Z: las imigenes de los puntos de este pla-
no son idénticay con el original, ¥ pueden por lo tanto, ser
-designadas como tales. Las proyeceiones oblienas de los otros
puntos el espacio, las indieamos en la figura 7 con el sub-

_Z
E-:.M\"' p n
psl;i,:’:_ »Rr/

; z
Q !
i | y ;Px ';
Y. | Y/

P!

—— i . ..
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indice s. Bl pie de la perpendienlar trazada desde P 4 XV 7,
o proyeeeion ortogonal de P, la lamamos P70 el pie de la per-
pendicitlar desde P al plano XY lo desicoaremos eom P
para mayor copneordancia con notaciones comfimmente emplea-
das en el método de Monge, Sn proyeccidn obliena serd Pla:
andlogamente, llamando P la proyeccidn ortogonal de P so-
bre o plane Y Z, su proyeceién obliena serd P77 En la
fignra 7%, OY es la verdadera magnitud de OY; ademas
OPx—=z; PxP'wwy; P'P's paralelo 2 Y Ys; PxP's pa-
ralelo a O ¥y; P’s Ps igual ¥ paralelo a Px " = 2

Como se vé, puede represeniarse cada punte por medio de
sus epordenadas cuando ya hay en el plano de la figura un
solo elementos OY representado. Es evidevte que segén la
direeeidn de proyeeceidn que se elija, cada punto arbitrario
Ys del cuadro, puede considerarse eomo proyeceitn de Y.
Para eso basta, después de tomar arbitrariamente Ys, hacer
a Y ¥s, direccitn de proyveccidn,

Este es el resultado principal contenido en el teorems
de Pohlke para el caso tratado. Bupongamos gue nos haya
sido dada la divecoidn 1 de la proyeseibn, (gue ao debe ser
perpendicular al plane del cuadre), por su anguale w, forma-
do con éste, {maxima pendiente}, y por la proyeccién ortogo-
nal I’ de uno de log rayos de proyeccion, I, la que obtendre-
mos provectande todog log puntos del rayo sobre el plano del
suadro: w oes el menor Angulo enire 1 y {7, Las proyecciones
ortogonales de todos los rayos proyeetantes, son paralelag e
iguales entre sf, y por lo tanto iguales también a 177,

Las proyecciones oblicnas de todas las perpendiculares
al enadro son paralelas a !, Para proyectar shora a OY,
tracemos por & la paralela a I’’, {ver Fig. &), v por O
la perpendienlar O Y o a OYs, tomando un segrmento OY o
== () Y. Trazando alora por Yo la paralela a I° que forms
un Angunlo igual & w von {77, encontrari a OYs en Y's. La
misma figura, permite seguir la construceién pecesaria para
reconstrair la direccibn de proyeceién, cuando se sonoce la
longitud OY, ¥ la proyeceidn OY's de OY.

§ 5) Podemos proscindir del sistetna de coordenadas, pues-
fo que OY puede ser cualquier perpendicular al plano del
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cagdro v puede entonees aplicarse el procedimiento indica-
do en 1z Fig 8 a cada uno de los puntes Y.

P

Qa
nﬁ"-&..“

LAY
f
i
f

e

@O

Sea por lo tanto P un pontp cualquiera sifuado delan-
te del cuadro y T'" su proyeccién orfogonal sebre éste. Tra-
cemos por P'" la paralels a la direceién 7 y obtendremos asi
un lugar geométrico pera la imagen Ps de P. Sobre esta ree-
la, levantemos en P’ la perpendicnlar P77 Po=y, y frace-
mos por P la paralela a 1%, que encontraré & la parslela an-
terior en el punte Ps. En la Fig. 8%, a la cual nos referimos,
podria considerarse al punto @ eomo proyeccién ortogonal de-
Y, v designarle por Y’: 8i la direceidn de la proyeceidn obli
cua fuera perpendicular sl cuadro, {caso que hemos exelui
do}, se tendria Ps idéntico a P,

51 para aumentar el relieve se dibuja de nuevo en la fi-
gura a que nos referimos, el sistema de ejes, se iendrd P’ Ps
paraielo a O Ys; P Px’ perpendicular al eje X y PeF’s
ipual ¥ paralelo a P*’ Pz,

La misma figura, muestra fambién la representacién de
un puote ¢ situado en el espacio detrias del enadro, ¥y que
de intento lo hemwos elegide dispuesto simétricamente al P,
respecto al euadro.

Puesto que en la ensefianza, la pizarra o cuadro se oti-
liza como plano de proveeeidn, la distencia de un punto al
plano de proyeccién serh su distanecia al cuadro. Podemos en-

R —
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fonees representar un punic por su proyeeceifn ortogonal P’
¥ un distancia al cuadro P P’ gue gerd a la vez su ordenada y.

§ €} Si se gquisiera Jde esta manera representar una fi-
gura por un gran nlunero de puntes, el prosedimiento seria
demaniado lento 3 minueiose. Para facilitarlo, y hacerlo més
practico, se elige una direeeion de proyeecién conveniente, de
tal modo que la relacidn de la distancia sl cuadro PP, 2
la distancia aparente Ps P’°, sea un valor facil de construir,
por ecjemplo, 3. Puesto gue

PP PsP =D . Ps P —tang. w

w0lp depende del Angulo w, estn escala de reduccién entre las
distancias {verdadera y aparente) al cuadro, es la misma pa-
ra todos los puntos. y si admitimos que es igual a },  se tie-
ne sencillamente que P Ps es paralela a I ¢ igual a }
¥ == % PP, pste resuliado es particularmente Gtil enando
s¢ trata de distancias gue haya que medir o4 vpa esenla de-
terminada.

§ T} Para la representiacidn de objetos arguiteciénicos
r de las construcciones, se dan comiinmente las proyecciones
ortogunales de los puntes principales sobre up plano hori-
rontal, que supondremos sea el z vy,

Propongimosnos ahors el ease general de utilizar esta
proyeceidn o planta parn hallar la proyeccion oblieua de una
figura poligonal del plano « y, por ejemple, de un cuadrado.
Para mayor elaridad, tormemos en diche plano zy una recta
it paralela a r, y gue encuentre al eje ¥ en Y; v ademis una
paralela w al eje y. de manera gue el cuadrade a representar
resulte comprendido en ¢l rectdngulo x, w, ¥, w. Represente-
mos primero, (Fig. 9%}, el punte Y ¥ tracemos por Y, la
recta ¥, paralela a r, Sen T la interseccién de w con z; w
pasard par este punto ¥ serd paralela 2 O Ys.

Rebatamos alivra ol plano de las xy, alredador del cje
de las =, hasta que eoincida con el plano de la figura rz:

&



entonces Y7, %, w’ seram las nuevas posiciones de Y, w, w.
El cuadrade a representar, A'B’C’D’, estard en el rebati-
miento, tal como se halla en su verdadera posicién respecto
azy

8 M y N gon las intersecciones de A'D’ y B'C’ eon u,
y M’XN’ sug rebatimientos, se tendri que las rectas M .M,
NN’ e YY' serén paralelas, lo mismo que las Ms M’, N ¥,
Ys ¥?, eon lo enal guedardn determinados Ms y Ns sobre @,

Podemos ahora seguir determinando las proyecciones de
las rectas A'D° ¥y B'C? utilizando sus intersecciones P y
con el eje x: sus imhgenes serdn PMa y QNs. Puesto que
las rectas A A’, MM, BB, NN’, ¢ "y DD son todas para-
lelas, estardn todas ellag melinadas de 45° respecto a log pla-
nos de las z 4 ¥y x 2z, ¥y por consiguiente también estarin A’s
AL BB, CsC, DD, MsM', e YsY’, con lo que qgue-
davén determinados A'g, B's, C's y D's sobre PMs vy Q Ny,
respectivarmente.

También se podrd temer 4’ B’ y €7 {¥, o reprosentar los
diagonales del enadrade andlogamente come A'D' y B C .
Lias dos construeciones deben hacerse, para controlar la exae-
titud del dibujo.

Fste métodos da también clementos para determinar A's,
B’s, % TVs. sin el empleo de la recta 2.
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En la figura 9* se ha supuesto gue A°B’C° D’ fuera
fa bage de un cubo, el eusl ha sido también representado.

§ 8) Como cuslguier plane perpendicular al zz, puede
desempefiar el rol del plano zy, el método de censtruceidn
apterior servird igusbuente para estos planos, por ejemplo,
para ¢l plane y 2.

Supoogamos querer representar una figury del plano vz,
v tomeros ¢l vaso partisular de que sea un cuadrado ABC D
rebatamos este plane alrededor del eje z hasta temerio en el
plano de la figura, haciéndole girar como la hoja de un k-
bro hacia la izquierda. (Ver Fig. 10¢). La nueva posicidn del

~
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enadre serd A7 B’ G0 D' que supondremos dada: Pues-
to que ahora también A A, BB, 0O’ y DD son pa-
ralelas, si As, Bs, Cs, Ds son las imigenes buscadas de ABCD,
se deberd tener As A7, paralela con Bs B, Cs (77 y Ds D7,

Esta direceién la determinaremos por medio de un scg-
mente OY del eje Y rebatide, euya extremidad ocupa Ia
posicién Y77 sobre el eje 2 v donde

07" e OY =Y,

teniendo Y en la figora 10%, la misma significacién que cn las
™y 9.
Como también As A™"" es paralela a YsY''', Ia represen-
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tacifn podrd obtenerse de varias maneras: En la fig. 10° se
han atilizade los puntes de interseceién V7', W' de la rec-
ta A B con ¢l eje rebatido ¥ y con la paralela al eje z levada
por Y''': Liss rectas VsV™’, Ye ¥’ y Wa W’ ge han tra-
zado paralelng, 1o migno que las As A7, y BsB™',

Bs conveniente gue el lector, al esiudiar este ejemplo,
aopstruya de oueve la figura y observe las numerosas com-
probaciones que permite la snperdeterminacién de los puntos.

§ 9} Como ya hemos dicho antes, este método puede apli-
carse » todo plano perpendicular al plane de la ligors,
Sea MALYT NN {ver Fig, 11" un plano en esas condi-

ciones, euyo lado M N' que se halla ¢n el plano de la figu-
ra, =5 la proyeeccién ortoponal de M N: rebftase este rectin-
rulo alrededor de M?' N’ sobre el plano del dibuje, o plano

22, obteniéndpse asi un reetdngulo MNXN'"M? congruenie
con el rectangule dado que queremos construir. Para esto, si
suponemos dade el rectingulo per su mmagen MsNs N M7
v por Ye X', necesitariamoes dedncir de Ns N’ la magnitad
NN'. Para eso, tracemos NN’ paralela 2 O, y N' Ny
paralela a YsY’: entonces, por lo diche anteriormente, ten-
dremas N'N" = N N’ y quedard determinade NN'" = N'N""
¢orr 1o eual se determina cl rebatimiento del rectingnlo.

Y

$i 8 a8 un punto euazlquiera del plano de este reetingulo,
dado por su imagen Ss, y § su rebatimiento, tendremos 88,
MN y NN paralelas entre si, y también 58 MsM, y Ns N

Tomemos ahora S &’ paralelo a Ny N’ 877 se halla so-
bre M™ N, tracernos 877 S, paralelo a NV N, ¥ &Jﬁ; para-
leln a Ng N, con lo cual se tendrd 8, deducido de Ss. Inversa-
mente, se ve eémo puede cbienerse Ss dedueiéndolo de 8. Por
songiguiente, cuglquier figura del plano del rectingulo, pue-
de representarse dednciéndola del rebatimiente, y aniiloga-
mente de la margen puede reconstruirse la verdadera forma,
Jque o8 la gque ¢l rebatimiento muestrs.

§ 10) Por estos procedimientos se ha presentado en la
figura 11 un rectingnlo A B CD, sitwado en el plano M N
N**B". Al mismo tiempo se ha supuesto que este recténgulo
Fuera la base de un paralelepipedo recto y rectapngular,

Las cuatro aristas perpendiculares a este plano, son pa-
ralelas al plano del euadro ¥ aparceeran en su verdadera mag-
nitud: sus imAgenes serdn perpendiculares a M''N’Y, pues
son paralelas a la normal al plano MNN’'M" en el punto
N7, y esta normal se eneuentra en el cuadro o plano de pro-
yeeeifn. No hemos dibujade la figura con el menor nfmero
de construcciones pogibles, sino todo lo contrario, con objeto
le procurar controles y verificaciones diversas para cada
punto. .

Es muy Gtil eonocer diferentes eonstrucciomes para un
misme punto, pues & memndo resnlta que una cualguiera de
ellas no es préactica ni aplicable, por la forma o dispogieién del
objeto a representar, tamafo del papel en gue se dibuja, ete

[

§ 11) Las figuras 7" ¥ 8 muestran eémo puede dedueir-
ge la proveceidn oblicua de un punto P de su proyescidn or-
togonal P°°, cuando se ha dado el rebatimiente de su distan-
cia al cuadre en la direccién del eje de las 2, o en la diree-
¢ién normal a la imagen del e¢je de Iz y. Bn la Fig, 11" puede |
verse este método en su forma mis general: se ha supuesto

| L _ _
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dada la imagen Ms de un punto M, la proyeecién ortogonal
M, y su rebatimienio M’ M, en una direceién cualquiera.
Estos datos, fijan maturalmente la direceién de Ia proyeceidn.

Para representar nhora un punto cualquiera 8, cuya dis-
tancia al euadre, ¥, ¥ cuys proyeecién oviogonmal §'7 sen co-
nocidas, bastard frazar 87’8 paralela a M7'M, e igual a y:
las paralelas por 8°' y 8 4 M""Ms y a M Ms, se cortarin en
¢l punio 8s.

H. Wenrr v J. WELLSTEIN.




